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. a^ GEBRA 
1.1. Introducción 
L?. experiencia hpsta phore adauirida por el Centro Letinoaiaericeno de 
Demogrefía ha señalado la conveniencia de oue los estudiantes oue concurran a 
dicho Centro repasen y afiancen antes de su llegada a Santiago conocimientos 
básicos d.e Álgebra y, de Calculo-. Xnfinitesiinal, útiles par? un mejor aprove-
chconiento de las lecciones de Demografía ¡que les serán impartidas. 
El estudio.de los temas contenidos en estos apuntes, ademas de capaci-
terlcspera seguir con mayor eficiencia el curso en este Centro, permitir! 
logrrr una mayor homogeneidad en el nivel de conocimientos de los distintos 
estudiantes, asegurándose de esta-manera el desarrollo de un programa más 
sistonático e integrado. 
Como es evidente, estes notas no constituyen un sustituto de aigún libro 
de Algebra o de Cálcülo Infinitesimal. Se. ha buscado destacar aquellos aspec-
tos oue tienen un'a relación más directa con los estudios que se realizarán 
en el futuro en este Centro, aspectos que geneialmente aparecen tintados, en fca> 
ma más extaosa ai lis' distant s textos, De esta manera se espera que el estudiante 
^ane tiempo y profundice sus' conocimientos, sólo en esos temes decuso más fre-
cuente en el campo del Análisis Demográfico, y que .son .precisamente los oue 
se recogen en los tres capítulos que integran estos apuntes. Ellos han sido 
preparados tomando como guíe los dos libros siguientes: 
Algebra de P.K. Rees - F.W. Sparks,, Editorial Reverté, MéxLco. 
dálculo diferencial e integral de W,.A. Grfnville, Editorial 
Uteha, México. 
Textos que tal como, se indica han sido traducidos al castellano y cuya 
adquisición por prrte del estudiante permitirá un conocimiento más completo 
de -^ stos temas y de .otros .que-habrá de üs^ r en los casos que su análisis sea 
más. complejo, .. . • 
1.2. Definicignes generales -
Antes de entrar de lleno a trater los temas de Algebra conviene definir 
ciertos conceptos básicos. 
Estos conceptos básicos son: 
- 2 -- • • % 
Algebra 
Es la rama de las Matemáticas que trata de la cantidad considera-
da en general, ya set en forma numérica o bien representada por letrasi 
Número entero 
Es un ni&iero empleado en el proceso de contar. 
Ni3mero racional 
Es un nijmero que. puede expresarse como el cuociente (ó cociente) 
de dos números enteros; 
N-úmero irracional 
Es un número real que no puede expresarse como el cuociente de 
dos números enteros. En el álgebra y más allá de él, en el Cálculo Infi 
nitesimal se usan numerosos números de esta naturaleza,. Para el Algebra 
números tales como , y 2 ' son números irracionales, En el Cálculo 
Diferencial aparece el número "e" los que no. pueden expresarse como el 
cuociente de 2 números enteros, sino que solamente pueden calcularse con 
tantas cifras decimales como se desee, ' 
Valor absoluto 
En el caso de un número positivo, el vflor absoluto del número es 
el número mismo, en cambio para el caso.,en que el número real es negati-
vo, el valor absoluto es el número con signo contrario. 
De esta manera el valor absoluto de un número, real-positivo 6 ne-
gativo es el valor que tiene no considerado el signo. Coino convencién 
se adopta la de dejar encerrado el número en cuestión por 2 rayitas v&r 
ticales. De esa manera si "x" © "y" son 2 números reales el valor a.b-
soluto de su diferencia es 
X - y 
o senpillamBrite la distancia a que ellos se encuentran 
Expresión a-lgebraica , . 
Es un grupo de números y letras combinados entre sí mediante 
operaciones, fundamentales. Por ejemplo 
2 3 
a+b ; 2a - Ja^ , log a - log b + log c ; , 
Término de una expresión algebraica 
Es un número 6 una letra, é varios números y varias letras combi-
nadas entre sí mediante operaciones de multiplicación o de división, ó 
de ambas,. Por ejemplo, en la expresión ab/c, las letras a, b y c son 
términos, 
- 3 -- • • % 
Coeficiente numérico 
Es el número que foma parte de un término de una expresión alge-
2 2 2 brsica. Por ejemplo, 3b es un término de la expresión 2a, - 3b y el 
* 2 ntSmero ^ de 3b es el coeficiente numérico de ese término. 
Monomio 
Es una expresión algebraica que contiene, solamente un -cérmino. 
Por ejer 
Binomio 
2 -rt emplo, 2a ; e ; son monomios. 
Es una expresión algebraica que contiene 2 términos solamente.. 
Por ejemplo, 3a+4b ; log a - log b ; son expresiones binomialQS, 
Polinomio 
Es una expresión algebraica cue contiene más de 2 términos. 
Por ejemplo, a^ + 3 a ^ + 3ab^ + b^; x^ - xy + y^ ; a5, 
son expresiones polinomiales, 
1,3.- Operaciones fundamentales 
Las operaciones fundamentales que podemos red izar en Algebra son ' 
las mismas que ya hemos reelizado en le Aritmética. Estas, como bien 
sabemos son: ' 
suma - r e s t a - m u l t i p l i c a c i ó n ' - d i v i s i ó n 
A) Suma y resta 
Si los procesos de suma y resta (ó diferencia) se aplican a niSme- . 
ros positivos, esas se realizan tal como se hace' en la Aritmética, en 
cambio si elles se aplican a niSmeros negativos se h?ce necesario precisar 
la forma de operar. . Se introduce así el concepto " Suma algebraica" 
que se realiza según las siguientes reglas: 
- suma glgebraica de 2 n^eros que tienen mismo signo es igual 
a la suma de los valores absolutos de esos números,' precedida 
del signo común. 
- le suma álftebreica de 2 niSmeros con signos diferentes es 
igual a la diferencia de los valores absolutos de esos números 
precedid,a(fel signo del número de mayor valor absoluto. 
Por ejemplo, la stun? de los- términos 2 a ^ y 3 a ^ es igual a 
SaSj, en cambio la suma clgebrrica de los términos 2x®y y de ~3x^y es 
2 
i g u a l - X y , y? que l a d i f e r e n c i a de l o s v a l o r e s a b s o l u t o s de e s e s can~ 
2 tidades es x y. 
•• - 4 -
». • • . 
. La svuna de cantide-cies tiene les siguientes propiedades: 
Propiedsd 1 , 
Le. suma .es conmutativa, ésto es, podemos cambiar el orden de los 
sumrndo sin alterar el resultado final. En símbolos este propiedad 
puede escribirse. 
x+y = y+x 
Propiedc^ d 2 ^ 
La sum? es' asocigtiva, ésto es, podemos asociar ó agrupar los 
..términos • en subgrupos y determinar la suma de. estos-grupos. Estos sub-
totales al ser sumados dan un total final que es el mismo, cualquiera 
que. sea la forma de agrupar que se use. 
En símbolos podemos escribir 
x+y+z = x+(y+z) =' y +(x+z) = z+(x+y) 
Podemos notar en las últimas relaciones que para-indicar "agrüpa-
cién^ ' de ciertos términos recurrimos a un'símbolo algebraico que se de-
nomina "paréntisis". 
Un grupo de cantidades puede agruparse,para los cua.1 se recurre 
al signo (_) que se denomina "pfréntesis sencillo", ya que diversos gru-
pos de cantidades pueden a su vez agruparse en nuevos grupps para: lo. 
cual se recurre al paréntesis'• ]] cue se denomina' "paréntesis cuadra 
do" . o de' "corchetes'.' Grupos de cantidades encerradas en paréntesis- de 
corchetes .pueden a su vez argruparse en nuevos grupos para, lo cual sé fe-
curré al "paréntesis de llave" • . • ' 
El uso de estos paréntesis permite indicar no soláraente las canti-
dades que sé haji agrupado, sino que anteponiéndole algún...signoy la opera-
ción que debe realizarse con ese 'grupo. Así por ejemplo las cantidades 
(2a+3b-4c) (a+b+4c) 
pueden restarse entre si, lo que indicamos en l.r formcí -
(2a+3b-4c) - (a+b+4c) 
"Otro caso por ejeníplo es el siguiente, las cantidades 
. , (a+b) (2a-3b) ' • \ . . 
las vamos a restar, lo que indicaremos.de la, manera siguiente 
(4a^-9b^) - (a+» (2a-3b) • . 
A* 
5 -
Pe.ra poder re?.liz?r la diferencie de estas cantidades tenemos 
que realizar el producto de esos 2 binomios y luego eliminrr los parén-
tesis sencillos aplicrndo la regí? sigiiiente: 
- toda cantidad encerrada en un ppréntesis sencillo y precedida 
• de signo (+) mantiene los signos de los diversos términos que 
la componen 
- toda cantidad encerrada en un prréntesis sencillo y precedida 
de signo (-) se puede eliminar el paréntesis siempre que se 
le cambien los signos a IPS cantidades interiores que la forman, 
Por qjgnplo p?ra determinar el valor de la simia algebraica 
(?a+3b-4c) + (a+b+c) - "(SaHb+Sc) 
debmos cambiarle el signo a los términos de la últim? expresión con lo 
cual tenemos 
2a+3b-4c+a+bfc-3a-/li,b-5c = 
Para el caso en que 1? suma algebraica contenga ppréntesis de los 
3 tipos, para el calculo del vplor último de 1? expresión debemos "elimi 
nar" estos pofentesis, empezando con los paréntesis ( ), siguiendo con 
los pafentesis [[ 3 J psra terminar, finslmente con los de ll?ve. Tal 
operación recibe el nombre de "resolución de los paréntesis" y es une de 
las operaciones bpsicas del i'lgebra, para cuy? reflización• correcta l3ni 
camente basta usar la regla dada anteriámente, 
E.jemplo 1 . ^ •, 
Determinar el vaJlor dé la siguiente sma algebraica de término? 
a - -^b - C^c + (-3a - 2b) - (3b - 2c)~| - 2? - 3b 
Solución . . . 
Resolvemos primerajnente los paréntesis sencillos,^lo oue nos di 
ke - ^2b - [;.2c-- 3a - 2b - 3b + 2c]] - 2a j - 3b 
Pasamos a resolver enseguida los paréntesis de corchete 
- '^ 2b - 2c + 3a + 2b + 3b - 2c - 2a ka 
finalizando con los de llave 




• ' 3a - lOb + 4c . 
E.lemplo 2 ' . 
Determinar el valor de la expresión 
-(2a+4b) (2a+c) - |~3a-5b+ (a-b+2c)'í-4{} -(a+2c)J 
si a^; b=2;' c=3' 
Solucidn 
í Resolviendo los paréntesis sencillos se tiene 
-2a-4b-''^ 33+23+0 -[]3a-5b+a-b + a-b + 2c - 4c[] - a - 2c 
Pasando a resolver los paréntesis cuadrados 
-2a - 4 b - 3a + 2a + c - 3a + 5b - a + b - 2c + 4c - a - 2cV 
r. . • J' 
y luego de resolver los paréntesis de llave 
-2a - 4b - 3a - 2a - c + 3a - 5b + a - b + 2c - 4c + a + 2c 
con lo cual luego de reducir, tenemos , - . . 
- -2a - 10b - -c 
. y se ha.cemos ' a = 1, b = 2; c = 3 se tiene finalmente. - 25 
B) Multiplícaci<$n 
EL producto de 2 núnerog "x" e "y" se e:jg3resa en la. forma ésto 
es, se colocan juntos estos números. 
EL producto de más números, como ser el producto de los números "x", 
"y", se indica sencillciraente así 
• • ; • xyzt . ; • • •• 
juntando todos'los números - factores. 
Cuando el número de' factores es "k" es decir, cuando se quiere indi-
cSir que los números 
. . . • x^ x^ ...... x^ 
se multiplican, se coloca eñ-la foma ' 
. .k:' . . . . . ^ • " • 
j=l J 
indicando el signo JJ, "producto" da».los números' x , pa*ra j=r,2,3, k 
iv 
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La multiplicación tiene las siguientes propiedades: 
Propiedad 1 
La multiplicación es "conmutativa", éstp es, el orden de los facto 
res no altera el producto. En símbolos se tiene 
X y, = y X 
Propiedad 2 
La raultiplicacidn es "asociativa" ésto es, pueden agruparse ciertos 
números de términos ^en un grupo y realizar las multiplicaciones dentro del 
grupo. Este producto ^ uede multiplicarse posteriormente por el producto 
de otros subgrupos, litigándose a que el resultado ílnal (<5 producto) es el 
mismo, cualquiera que sea ¿L número de grup*s formados y cualquiera que 
sean los términos incluidos en ellos. 
En símbolos se puede indicar esta- propiedad en la forma 
x(yz) = y(xz) = z(xy) 
Propiedad 3 
La multiplicación es "distributiva", ésto es, si se multiplica una 
sxima algebraica por ufi ni&iero "a" se puede multiplicar cada término de la 
suma por el factor "x" ;y luego realizar la suma algebraica de esos produc-
tos con los signos que tenían las cantidades de la expresión algebraica. 
En símbolos esta propiedad puede anotarse así 
x(y + .z) = X y + X z ^ 
Para la determinación final del signo del producto de 2 números debe 
considerarse la regla siguiente (ó convención). 
- el producto de números de igual signo es siempre positivo 
- el producto de números de signos diferentes es siempre negativo 
Por ejemplo, (-2) (-3) = 6 y dá el mismo resultado-que (2)(3). En canbio 
(2) (-3) (-2) (3) es sianpre negativo igual a -6. 
Cuando los factores que se multiplic.an- son iguales se recurre el artí 
ficio de colocar en el. lado derecho superior del factor común un número que 
indica el nráiero de veces que se repite el factor. Tal ni&iero recibe el nom 
bre de ''exponente"pudiéndo ser un número cualquiera. 
De esa ma.nera la multiplicación 
x x x x y y y y z z z ' ... 
se indica por la expresión más cómoda y clara 
4 4 3 X y z 
que nos indica que hay 2 factores iguales a "x"; ¿ factores iguales a "y" y 
2, factores iguales a "z"i 
. - 8 -
Si el factor común "x" se repite "k" veces se dice que "x" se ha 
elevado a la potencia "k" 6 a k-esima potencia, lo que se denota por " 
k 
X 
de allí se tiene la definición: 
k 
"Si "k" es un enteru positivo, el símbolo x se denomina la 
k=esima potencia de "x" y es el producto de "k" factores-, cada uno de 
los cuales-es igual a "x". La letra "x" recibe el nombre de "base" y 
"k" el nombre de ejcponente'J 
De, esta definición, resultan las siguientes leyes aplicables a 
los productos de potencias de raimeros: 
Ley 1 m n a a m+n a 
Ley 2 a^b" = (ab)^ 
Ley 3 a 
leyes cuya demostración se'basan sencillamentela definición de 
"elevación a potencia". 
E.1emplo 1 
Realizar eL producto de los . 3 factores .siguienteife: 
• • ) 2 t •• o • 2 / 2^2 
4 r s ; 2 T s ; 6 s t 
Solución Miltiplicamps primeramente los factores puramente numéricos: 
(4) (2)'(6) = 4 8 
Pasamos a considerar el factor "r". 
Él'primer, multiplicador contiene 2; 'el segundoy 1 y éL tercero.- , ® 
• '''ñingunp,-.lo -que da-en'total 3 veces.. , , . 
Para "s" igualmente-tenemos 1 + 2.+ 2 = ¿ ' 
Para "t" igualmente tenemos .1 + O + 2 = 2 '' • ' ' 
de modo que el producto vale • 
48 r^sV • 
Ejemplo 2 ' 
Determinar el valor del producto 
(-3 x^y) (2 xy)2 ( - x V ) (-3 xy^) 
- 9 - • 
Süliuci6n 
El producto de los factores es (-3) (2) (-1) (-3) =18 y el pro 
8 9 ducto de los factores literales es x y con lo cual el producto es 
... 18 x®y9 
Una vez r^ ue se ha conocido, la manera de multiplicar monomios 
entre sí, es.relativamente sencillo establecer una regla para multipli 
•• car polinomios entre sí. 
Para ello aplicamos' la propiedad distributiva de la multiplica-
ción, es decir, multiplicamos ceda término del polinomio, del primer 
factor por cada témino del polinomio del secundo factor. 
Por ejemplo, para determinar el valor del producto 
(a^  - 3ab + 2b^) (2a - 3b) ' 
debemos realizar los siguientes productos 
•• -2a (a^  - 3ab + 2b^) = 2a-^  - 6a^b + 4ab2 
-3b (e^  - 3ab. + 2b^) =-3a^b + 9ab^ - 6b^  
y luego siffliar estos productos 
2a^  - 9a^b + 13ab^ - 6b^ ' 
C )• • División 
. Es la cuarta de las operaciones fundamentales. Para poder reali 
zar la división de una cantidad a por una cantidad b , de-el divisor 
debe ser un nijmero diferente de O, puesto aue.si el divisor es'O, el • 
valor del cuociente no corresponde a ningún niSmero. real. 
Para indicar la división de un niSnieYo' á por un número b . pód^ ' 
mos usar las 2-formas 
a : b • p • a/Ti 
siendo en..general más usada esta última. El niómero a se llama divi-
dendo y el número b se llama divisor y, el resultado de la operación 
"cuociente" (Puede denominarse tambi'n cociente), ...  
La ley de los signos para 1? división es igual a la dada para el 
caso de la multiplicc ción, .... 
"El cuociente de 2 números del mismo signo es. .positivo", El 
cociente de 2 números de diferente signo es negativo. 
Las leyes dadas para la multiplicación puedairepetirse para la 
división. 
, - 10 - • 
, , m/n m-n Ley 1 a 'a = a 
Ley 2- : a ^ ^ (^Vb^ • 
- • . . • ! 1 • 
Ley 3 para la división, esta ley no existe. 
Para re?lizar ía división de^. un polinomio por un morirniio s<^ rea'' 
lizan los siguientes> pasos: , " 
- se orinanatanto el dividendo como el divisor, .en orden as~ 
cendente 6 descendente de las potencias de alguna letra que 
aparezca en ambos, 
- se divide el primer término del"dividendo por el primer térmi-
no del divisor, y se obtiene de esa msnera el primer término 
del cociente. ' • • 
- se multiplica el divisor por el primer término del cociente 
y el producto se sustrae del dividendo . • 
- el residuo obtenido en el paso anterior se trata como un nuevo 
divisor y se vuelven a repetir los pasos 2 y 3. 
- • se continúa.de esa manera hfsta obtener un residuo en el cual, 
el mc.yor exponente de la letra que ? la partida se éscogió 
como basé, de ordenrción,. sea menor que el mayor exponente de 
dicha letra.en el''divisor» 
Veamos 2'ejemplos para aclarar-estaá etapas., ' 
E.jempló 1 
Realizan la división siguiente 
b? - 9x^ y - 12y3 + I7xy2) :. (2x - 3y) . 
Solución 
(2x^  - 9x^ y + 17xy^ - 12y3) : (2x - 3y) = x^ - 3xy + 4y^ . 
2x^  - 3x^y ' . • • 
- 6x^ y + 9xy^  
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Ejemplo 2 
Rec'lizpr la división siguiente 
(x^  - + X + 1) : (y? - x - l") 
Solución 
(x^  - +_x +1) : (x^  - x - l) = x - 1 (cuocientc) 
x^ - y? X 
-•'x^  2x+ 1 
• " 'x- . X..H- 1 
X (residuo) 
1,4.^ Productos notables y factorización 
En la operátóriá' elgebreica es útil - a-fin..de .reducir los _c'lculos y 
hacer uso de ciertas formules b relaciones oue se .conocen, bajo el nombre de 
"productos notables". Estas mismas relacion'es .pueden, servir bastante para 
los procesos de factorización. 
Pasemos revista por lo tanto a las relaciones de miayor interés, 
- Producto de 2 binomios 
Para determinar los diversos términos que resultan de la multipli 
isación de los binomios (ax+by) y (cx+dy) ge'hace uso'dé la siguiente 
regla. 
El producto de 2 binomios de la forma (ax+by) y (cx+dy) consta 
de los siguientes términos: 
- iCl primer termino'es igual al producto-de ios dos"primeros 
términos de los binomios, o- sea acx^ .• 
- el segundo término es le suma algebraica de los productos obteni-
dos al multiplicir el primer término de Ccda binomio-por-el se-
gundo término del otro, o sea (ad+bc)xy¡ V "' 
- el tercer t érraino es igual al producto de los 2 segimdos térmi-
nos de los binomios, o sea bdy « -
Esto se puede resumir a través, de la fóraiula 
(ax + by) (ex + dy) = acx^ + (ad + bc)xy + bdy^ (I) 
Caso particular 
l) Si a=b=c|d=l, la relación anterior se transforma en la siguien 
te: 
(x + y)^ x^ + 2xy + 
- 12 . - -
' : - .,ésto es 
"El cugdredb de un binomio es igual a la suma de los cufdrados 
de cada uno de los términos que lo. componen más el doble del pro-
'" * f 
ducto áB .aaos términos". 
2) a=b=l ; c=d=.:'-l., en este caso la relación ( I) 'se redvfce a 
(x + y) (x-y) = x^ - y^. 
ésto es. - . 
"La suma de 2 cantidades "x" e "y" pgr le diferencia de esas can 
tida.des es igual a la diferencia de los 'cuadrados, d.e esas cgntlda 
des". 
E.iemplo 1 
Realizar el producto' ' . , 
Solución 
+ I) - 1) 
E.iemplo 2 . 
Realizar el producto 
i? .(2y + 3b) H- 2] i3(2y + 3b) -
Solución 
Este es el producto, de,- 2, binomios, de acuerdo la relación ( ) 
tenemos 
. . (7)(3)(2y 4- + [•(2)(3) - (7)(ll] (2y + 3b) - \2)(l) ' 
== 21 (2y + 3b)^ - (2y'+ 3b) - 2 • . 
= 21 (4y^ + 12by + - .(2y + 3.b) - 2 
E.iemplo 3 . • 
Realizar el producto' 
C C3c^  + 2c^) - + 1)2 C + 20^) + (kjs^ + 1); 
Solución 
Tenemos el caso de 1 prodücto'.'de'la suma, por la ••diferéncia de 2 
CcntidadeSj de esa. m^era en la primera etapa se tiene 
(30^  + 2C^ )2 - (4c^  + 1)2 
y 
tes: 
- 13 - • 
y ahora debemos cles?,rroll?r los cupdr?dos de esos binomios 
+ - (16c® + + 1) 
n 10 / S , , 6 . rt 4 T = 9c - 4c + 4c - 8c - 1 
~ Cubo de un binomio 
El cubo del binomio (x + y) está fomrdo por los 4 términos siguien 
- el cubo del primer término o sea xf^  
- el triple del producto del cufdr?do del primer término por el 
segundo, o sea' 3xV 
- el triple del producto del primer término por el curdr?do del 
segundo, o sea el término 3xy^ 
el cubo del segundO' término, o sea y^ 
Simbólicamente podemos resumir ésto en la fórmula. 
- Potencia "n" de un binomio 
Le potencia "n" del binomio (x + y) está forme da. por los(n + l) 
ténpinos siguientes: 
- la potencia "n" del primer término, o sea ^ 
- "n" veces el producto de- la potencia ( n - l) del primer térmi 
no por el segundo término, o sea n y 
- n (n - l)/2 veces el producto de la potencie (n - 2) del primer 
termine por la potencia, 2 del segundo, o sea n (n-1) n-2 z 
2 ^ y 
- n (n - 1) (n - 2)/2 , 3 veces la potencia (n'- 3) del primero 
pór :1a potencia 3 del segundo, o sea n,(n-l) (n-2) n-3 3 2.3. . . 
- y así sucesivamente hasta llegar a la potencia O del primero y 
n del último, o sea ¿ 
Tal fórmula recibe el nombre de ^ 'fórmula del binomio/de Newton"y 
será un tema que veremos con mayor detalle más adelante. 
- Producto de "k" binomios do la fóniia (x + c) 
Siendo (c) una, cte. 
Para poder deducir esta fórmula deterroinaremos las relaciones ppra 
el caso sencillo y por mera observación de esos resultados, generalizamos 
para ol caso en que el número de factores binomieJes sea cualquiera. Este 
proceso de deducción de una fórmula generrl se denomina "por inducción" 
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Al multiplic&r 2 binomios tenemos 
(x + ñ) (x + b) = + (f + b) X + ab 
Al multiplicpr 3 binomios s;e tiene 
(x+e.) (x+b) (x+c) = x^ + (r:+b+c). x^ (rb+fc+bc) X + abe 
Al multiplicar l¿ binomios se tiene 
(x+e.) (x+b)(x+c)(x+d) = x^'+ (a+b+c+d) x^ + (rb+rc+Fd+bc+bd+cd) x^ 
+ (fbc+Fbd+r.cd+bcd) x.+ rbcd' 
De estf." manera se puede ver que el producto de "k" binomios de la 
forma (x + c) esté fom?do por (k + l) tárminos, de modo que el coeficien 
te del termino ^ o sea'de In potenci? "j" de "x" es Igupl ? Ir suma de 
todos los productos posibles de letr?s diferentes tomfdrs de las "k" 
letrps disponibles, sin importar el orden de Irs letras. - . 
Ejemplo 1 .' • 
Determinar d. producto ,.. • •' 
;(x+l) (x+2) (x+3) (x+4) 
Solución ' -
El coeficiente de. x^ :' '1 
El coeficiente de i 1+2+3-^ 4 10 
El coeficiente de .. : (l)'(2)4tl):0 )+(l) (4)+ (2) (3 )+(2) (4)+ (3 ) 
, • ^ ' 
El coeficiente de'x' : (l) (2) (3 )+(l) (2) (4)+(l!'b ) (4)+(2) (3 ) (4)= ^ 
El coeficiente de indep. : (l)(2)(3)(4) .= 2¿ \ 
de esa manera,el producto pedido es igual a 
10 x^ +35 x^ + 50 X + 24 
Otros productos , • . , , ' 
Estos otros, productos son los sigizientes: • • , , 
x^+y^ = (x+yXx^ -xy+y^ ) , , 
x^-y^ = (x-yy(x^ +xy+y^ ) : 
= yH-l^/ y 
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La demostración de estas reír dones se he? ce sencillamente por mul-
tipliea.ción del binomio por el trinomio, Estrs relaciones se usan ¥rstan 




Fa.ctorizr.r la diferencia (x - y ) 
Solución 
Podemos reemplrzFr Ir diferencia, de estos curdra.dos por el produc-
to de la. sijmp, (x^  + y^) por If diferencia, (x^  - y^), do ? cuerdo la re-
lación ( ). 
En-este nuevo producto el segundo factor pu^ ide a su vez descomponer 
so en el producto de la sume, (x^  + y^) por la. diferencia (x^  - sea 
la factorización hasta esto instante es la siguiente: 
- = (x^  - y^) (x^  + y^) (x^  + y^) 
Podemos continuar 1? factorización ya que 
x^ - y^ = (x - y) (x^  + xy + y^) 
x^ + y^ = (x + y) (x^  - xy + y^) 
. X^ + y^ = CX?)^  + (y2)3 = + y2) _ 
de modo que la diferencia dada puede fa eterizarse de la manera siguiente: 
- = (x - y)Cx+y)(x%2)(x2+xy+y5)(x2-xy+y2)(x^-xV+y^) 
Ejemplo 2 •  . 
Faeterizar la expresión 
(ii^n)^-l 
Solución 
Se tiene una expresión de la forma (x^  - y^)? por lo tanto 
•(m-n)^  - 1 = Q m - n M ^ + (n^n) + 1 
= (m-n-l) (m^ -2mn + n^ + m-n+l) 
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Además de poder factorizer...expresiones por uso de los productos 
notables, en repetidas ocssiones se puede llege.r s lós' fsctores median 
te'lá egrupación Edecuada de ciertos términos a los cuales se les pue-
de*e.plicar alguna de las fórmulas enteriormente: indicedrs. 
Veamos por lo tanto Un per de ejemplos 
E.jemplo 1 
Fectorizar If expresión 
x^ - xy - xz + X - y - z 
Solución'. 
Podemos hacer la siguiente pgruppción . „ 
(x^-xy) + (x-y) - (xz+z) = !x(x-y) + (x-y) - z(x+l).. 
y f-grupfr las 2 primeras cantidades y? oue ellrs contienen el ffctor 
(x-y), o sea _ . ' .. , ' 
(x-y) (x+1) - z(x+l) ' ^ 
•t , • • 
esta diferencia contiene el factor comión (x+l)'y por lo tanto 
(x4-l) (x-y-z) 
que es la factorización deseada. 
Ejemplo 2 
Factorizpr,1? expresión , ' . • ,, 
; a^ - x^ + V»^  - y^ ' + 2a.b -. 2xy. ,.' 
Solución 
Podemos, agrupar los términos en''la'manera "siguiente ' „ 
(a,^  + 2al9 + b^) - (x^  + 2xy + y^) 
siendo cada expresión un cu?drado perfecto" •• 
•(f+b)^  - ix+j)^ : , 
o sea se tiene ?horp la diferencia de 2 .cuadrédos, que puede descompo 
nerse en el producto',, d^ Ir suma ;y,lr difereñcia de ,2 cantidades, o sea 
• / 
(a+b+x+y): {a+b-x-y) ' 
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1.5.- Frrccionos 
Si se dispone de 2 crntidades x e el cuociente de estrs crn-
tidr.des, o se?. Ir expresión x/y recibe trmbién el nombre de fracción. 
En una fracción hpy cue distinguir 2 miembros, ó cpnjpojnentes: 
el numerrdcir que es Ir crntidrd que se encuentrr, sobre 1? líner. de divi-
sión y el deoomin-dor que es I r crntidíd colocad? bajo I r línea. 
E.1 producto de 2 frrcciones (x/y ; v/w) es por definición una 
frrcción en Ir que el numerrdor es igual rl producto de los niomerrdores 
de Irs fracciones y el denominrdor al producto de los i^ aeraáoi^ '^' de la;s 
fracciones, o sea 
producto ; 1) = 21 
y ' yf yw 
El cuociente de 2 frrcciones es unr fracción en If que el numera 
dor s^ igual al producto del numerador de I r primera por el denominrdor 
de 1? segunda y el denominrdor es igual rl producto del denominador de 
la primera frrcción por el numerrdor de I r segunda, o sea 
, /X VN xw cuociente : —j = — y w yv ....-••• 
. PDr'.ám'i3lificr?ción de unr fracción entenderemos el proceso numéri-
co de nultiplicar trxito el numerrdor como el denominrdor de la frrcción 
por una misma cfntidrd "k", o sea - • • ' ' 
X _ kx 
y ky • • 
Lógicrmente el proceso de rinplific£ción,deja a ^le fracción con 
el mismo valor que teñir antes de la amplificación • pero el proceso se rea 
liza con rlgún propósito- bien determinrdo. 
Por simplicrción de unr fracción de una fracción, entenderemos el 
proceso numérico de dividir tanto él numerrdor como ol' denominrdor de la 
fracción por lona mismr cantidad "k", o sea • ' 
• X ^ _ x/k . 
7 'TT^ 
Al igurl que el proceso' de amplifierción, el de simplificación 
deje I r fracción inalterable en curnto r su-valor inicial; pero permite 
obtener frrcciones mrs sencillas, . • • 
El proceso de simplificrción de 2 fracciones se hrce posible bu£ 
cando los factores comunes que tienen el numerrdor- y denominador de la 
frrccinn y elimin^ .ndolos posteriormente. 
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E.jemplo 1 
' ' Simplificar la expresíSn • 
f = ax - ay - 2fay + 2bx 
ax + 2bx + 2by + ay 
Solución . 
Factorizamos el numer?.dof y el denominador 
fa+2b} (x-y) 
(c+2b) (x+y) 
notpndo por lo tanto que existe, la cantidad (a+2b) común que puede eli-
minarse (proceso de simplificfción) con lo cual se tiene 
^ x+y 
E.jemplo 2 
Simplificar la expresión 
(?X+1) X - 3 ^ (2x-l).x+..(2x-l).;. (2^-1) + U 
(2x-l) X - 3 (2x-l) X - 1 2(x-l) - 1 
Solución 
La esqDresión puede escribirse así 
' ^ 2x-3 
(2x+3) (x-1) ^ (2x~l) (x+1) ^ 2x+3 
Í2X-3) (xf-l) .(2x-fl) ix-l) • 
(2x+3) '(x-1) . .. (2x~l) (x+1) 2x-l ' • 
(2x-3 ) (x+1) (2x+l) (x-1) ^  2x+3 , 2x+l 
Adición de fracciones ' " v ; 
Se pueden presentar 2 casos:- • • 
a) las fracciones•tienen mismo denominador • ' ' 
En este c?so se suman'los numeradores de estps fracgiones y se 
conserva el denominador comi5ri. a todas ellas. 
E.lemplo 1 
_ 5a _ x+6a 2oc+3a ^ 5a - (x+6a) + (2x+3a) ^  x-2a 
x-a x-a . x-a • x-a • x-a 
E.iemplo 2 ' ' '' 
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b) Ifs fracciones tienen denomlnrdores diferentes 
Pere sumpr l£s fracciones en este caso se determina el mínimo 
común múltiplo de los denoininrdores diferentes, cantidad que recibe el 
ncanbre de "mínimo denominrdor común" (í®C). Determinfdo-este común deno 
mine dor se amplifican las fracciones por números- tales que los •'denoni±n&do 
res de el^ as sean'iguales al KCD^e sumrn los numere dores así amplifica-
dos t?2 cmo en el caso anterior 7 se míintiene cómo "denojñiní.dor el MCD, 
Ejemplo 1 
Calcular el valor de la suma 
x~y ' x-gy x+y 
(x+y) (x-2y) (x+y) (x-y) (x-y) (x-2y) 
Solución 
El MDC p?ra estas fracciones es (x+y) (x-y) (x-2y), lo que exige 
Fjnplificar la primera fracción por (x-y)j Ir segunda por (x-2y) y "la ter 
cera por (x+y), con lo cual se tiene 
(xV^).(x-2y) 
E.lemplo 2 • . •• • . • „"'..::, 
Cclculer el valor de la suma . ' • . • 
7b 13b 1 . 
^ " (a+3Ti )(a-4b) (2a+5b.);(a-4b) s ^ 
Solución , 
» • '' I • 
El MDC para est<?s fracciones, es (a+3b) (a-4b) (2a+5b), Ip qué^  exige 
amplificar las fracciones respeptiv?mente por X2a+$li);..("+3T») y (a-41») con » 
lo que se tiene ^ v. v ... 
F ^ 7b(2a+5b)-13b<a+3b)+(a+3b)(a-4b) ^ aM6b^ ' ' 
(a+3b)(c-4W(2f.+5b) (a+3b)(a-4b)(2a+5¥) 
Esta ejq^ resión puede simplicrrse poi;- (a-4^ )y£ oue el numerador lo' 
contiene, teniéndose fina-lmonte 
V a+4'W (?+3b)(2a+5b) 
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1.6.- Ecu?clones de primer grado 
Definición 1 . 
Se denomine, "ecuación" una relación aue expres? Ir igurldrd de 
dos expresiones, Crd?. una de Irs expresiones se Hernán "miembros" de 
le ecuf ción. Por ejemplo • 
P,. •=. P e^^ : • • t o 
representa- una ecurción, ya que nos muestra la igualdad de 2 expresiones, 
•Esta, expresión sin embargo, no es un? ecuación de primer grado como lue-
go veremos, 
Algunfs ecuaciones son vf.lidas para todos lós. v"J.ores'posil»les 
que puedan adquirir l?s letr?s que aparecen. Por ejemplo' 
(x-y) (x+y) = x^ - y^ 
es Vc'lida cualquiera que seen los valores "x" y de "y". Otras.ecuacio-
nes como por ejemplo 
/pc+25 =• 6x-32 
solamente 
son válidas para, algún i ~(ó rlgunos) v?.lor de "x" de sus letra-s, 
3.n. Jlega, sí-.'-ál-CO "identid^ 'd" en el primer caso y de' 
igualdad ó ecu?ción en el segundo. 
Definición 2 
Cualquier conjunto de números que al sustituir letras de velor no 
conocido en la ecu? ción hfcen a los miembros de éstas iguales y-, se , lléoiía-
"solución" de la ecuación. 
Si la' ecuación contiene solrmente una incógnita, Ccda solución se 
llsma"raíz".... El procedi-mi-ento para obtener" 1?®-raíces se ll?ma "resolu-
ción" de 1? ecuación. 
Definición 3 
Dos .ecurclones son ".equivalentes'" si tienen1?s mismas' soluciones. 
Por ejemplo.., ,1,^3 equctciones 5x-2 = 14x-29 ; ' 12x-7 = 65-12x ; son equi-
valentes,ya que ambas rdmiten x=3 como solución, 
Lógicpjnente si se rgrega. algebraic?mente, (se -suma.;,o',se.^ resta.)a. amb«s 
miembros^ 'de rpfecue'cicn una misma crntidrd. (ó expresión) 1? ecu?ción no 
cambia y l?s raíces será-n l?s mismas que ?ntes, . Tembi'n se pueden ampli-• 
fic?j7 o simplificar lós'miembros de una ecu?ción sin ?lter&r la ecu?cióa 
pero obteniendo por este proceso unf ecuación más sencilla que 1?. prime-
ra; ' 
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Definción k 
Transposición es el'.proceso de cembifr de miembro uno 6 varios 
términos de la ecuccién, Mediante este proceso la nuevp ecufci6n es ecuiva 
lente s le primitive, pero ofrece 1? ventaja oue 1? reíz puede ser encon 
treda con msyor fpcilided. La transposición de términos solpmente exige 
respetar el "cambio" de signo el término que se cambia de miembro 
E.jemplo 1 
En la ecuecién 
. - • á + b^x = a'x - b 
pedemos trasponer los términos (-b) y (b^x) pasando el primero al primer 
miembro y el segundo al-segundo miembro, recordando que debemos cambiar 
sus signos, o sea 
a + b = a^x - b^x = x(a^ -b.^ ) 
Este nueva ecuació'n puede simplificarse por (a+b) cuedando reduci 
da a 
• ' . 1 = x(a,-b) 
lo oue nos dS para "x" luego de simplificar por (a-b) x = 
E.jemplo 2 
Resolver la,ecuación 
• -k 2_ ^ ^ 3x-l 2x+3 6X-24 
Solución 
Dando común denominador al primer miembro y reduciendo se tiene 
-• (x-15) ^ 1 
(3x-l)(2x+3) 1 6X-24 
lo que nos lleva a la ecuación siguiente . "• 
(x-15) (6X-24) == (3x-l) (2X+3) . 
que por multiplicación de los binomios nos dá ' 
6x^-114+360 = 6x^ +7x-3 
121x =363 
X = 3 
E.1 ampio 3 
Resolver la ecua.ción 
x+1 x+1 ^  x+1 
x-3 x-1 x-3 " (x-3)(x-l) 
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Soluej-ón 
El primer miembro se reduce a ' 
• " 2x^  - U 
, (x-3)( x-1 ) 
y el segundo miembro a 
- 3x - 1 
(x - 3Xx> 1) 
•con lo que le. ecuación desaparece« 
1,7.- Uso de ecucclones de primer prado, le resoluci6n de ciertos pro-
blemas 
Diversos problemas pueden reducirse a Ir resolución de una ecua-
ción de primer.grado, La mayor dificultad .del método esté en establecer 
, j le convBniente ecufción de primer grado, psra lo cuel se econseja lo 
siguiente: 
- leer cuidedosemente el próbleme de modo oue sé entienda perfe£ 
te.mente cuál es le situeción cue plantea, . ; j ^  . 
- identificar les centidedes comprfendides en el problema, tráte-
se de cantidades conocidas como de les incógnitas por determinar, 
- asignar a una de las cantidades desconocidas le letra "x" y ex-
presar las otras (también desconocides) en función de ella, 
.  - establecer la ecueción y resolverla.. 
Ejemplo 1 
. Un obrero puede hecer"'.uñ deterM;nadp trabajo en 4 dies y un ayu-
dante suyo,en cajnbio en 6 días. Cuántos días se demoreren en hecer el 
trabajo si los dos trabajan conjiintem-ente?. 
Solución 
Sea "x" el tiempo (en días) oue los 2 juntos terminan el trebejo. 
De esa manera ceda día 'heceri ' l/x del- trabe jo. Esta pí rte del trabajo dia 
rio está hecha por: ; , 
- el obrero : que he ce X/k de ese perte 
- el eyudente: oue hece 1/6 de ese perte 
de ese modo 1,- perte l/x es igual a le suma de las contribucicaias .ante.„ 
riores, lo que nos dá • • . i . . • 
'";x' =• 12/5 •'= 2.4 díes:-'^  
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E .Templo 2 
Un terreno rectangular que tiene 420 mts. de perímetro está cer-
cado por unr cierre cuyo-coato es de $2 ,'800 por metro' en 1P pr.rte del 
frente y de $2,000 por metro en los otros tres l?dos. Cuáles son l?s 
dimensiones del terreno si el costo del cierre frontal fué l/5 del eos-
to del resto del cierre?. 
Solución 
Sea X = longitud (en mts.) parte Irtersl del sitio 
210- X = longitud del frente 
de f.cuerdo l?s relrciones del costo se tiene 
•(210-x) 2.800 = I [^2x+(210-x)~¡ 2,000 
que se reduce a Ir. ocupci6n . • 
7 (210-x). = 210 + x 
x = l$7j5 mts. 
I con lo cual se trat? de un terreno de 52,5 mts, de frente y 1573 
^ mts, de Irrgo. 
E.jemplo 3 
Una persona puede remar 2 kms. río ?rril»a y 6 kms, río. ?b?jo en 
el mismo tiempo. Si la velocidad dé la corriente es de 2 kms,/hr,, 
cuál es If velocidad del bote en aguas tranqüilas?, 
Solucién- • • ' 
Sea X = velocidad del bote en aguas tranquilas 
X - 2 = velocidad río arriha ' 
• • ' x + 2 = velocidad río abajo 
• estás•dos velocidades están reí? cionadas dé la manera 
.3.(x - 2) , = x+2 . 
• .W 2x = •$ . 
X = 4 kms./hora 
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1,8.- Sistema de ecurclones simultáneas de primer gr?do 
En el párrafo 1.7. vimos el crso de resolución de une. ecua- ' 
ci6n de primer grado. Toda ecurción de primer grado puede reducirse 
a unr expresión de 1? forma 
• Ax ' + C = O • • 
la que nos dá como'solutión para la ecucción el valor 
X = -C/A 
Pero sucede a veces que en el problema aparecen dos incógnitas 
"x" e "y" iigrdas por relaciones del tipo 
Ax -P By = C 
A'x +B'y = C 
es decir por el-hecho de tener ahora dos incógnitas, debemos disponer 
de dos ecuaciones diferentes para poder determiner completamente los 
valores (x , y). Tal sistemr de ecuaciones recibe el nombre de "siste-
ma simultáneo de 2 ecuaciones de primer grado". 
• Evidentemente que el ijúmero. de incógnitas puede ser cualquiera 
(k por ejemplo), en cuyo caso debemos de disponer de "k" ecurciones simul 
• tájíeas de primer grado, pfra la completa determinación de cada, una de 
las."k" incógnitas. •• • 
La resolución de -un sistemr simultáneo de ecuaciones de primer gra 
do puede hacerse por diversos ,métodos, dependiendo la aplicrción de uno 
determinado, de la,estructura particular-que presente el sistema. * V • 
Los métodos de resolución básicos son los siguientes : -
- eliminación por 'dición ó sustracción 
- eliminación por sustitución de una varirble 
En el primer método se buscarla igualación de los coeficientes de 
una de las incógnitas ,en cada una -de . Irs''ecuaciones y posterioménte al 
restar o sumar estrs ecuaciones miembro, desaparece la incógnita para el 
cual los coeficientes eran iguales, ouedrndo el sistema reducido a una 
ecuación de primer grado con una sola incógnita. 
Ejemplo 1 • ' 
Resolver el sistema 
X y 
¿ + ¿ = 3 X y 
r 
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por el método de eliminación por sustrrcci5n. 
Solución - • • •. . • 
Prra ello pmplificpmos 1? primera por (5) y Ir segunda por (9) J 






se tiene entonces que 
22= 22 y 
con lo cual el vrlor de es 3/2. 
Para el cálculo de "x" se rmplifica la primera por ••(•2.)- y la según 
da -por (3) y se suman estas ecuaciones con lo cual se tiene 
= 2 X y 
= 9 X y 
lo que nos da para "x" el vrlor ' l^j. 
En el segundo método/ o sea en el método de eliminación por susti 
•tución se determina en b?se de una de Irs ecuaciones el vfior de una de 
las incógnitas en función .de Ir otra. 
Este valor de la .incógnita se reemplaza.en la otra ecuación, con 
lo cual la nueva ecuación resultante solamente.^contendrá"úna sola'in-
cógnita'y'podrá ser resuelta como una ecuación de primer grado. 
Ejemplo 2 
Resolver el sistema 
?jc + (a - •b)y = >» 
bx + (a + b)y = - a 
Solución 
De la primera ecurción fislamos la incógnita "x"t 
X = []C - (a.-b)y^ /a 
le que sustituímos en la segunda ecuación llegando a 
b r - L-h - (a - b ) y j + (a+b)y = ^a 
con lo cual y = -1 
Este valor lo sustituímos en Ir expresiSn prra "x" "obteniéndose 
X = i + (a-b) n/a = 1 
Ejemplo 3 
Resolver el sistema. 
, na + bE X = E y • 
aEx + bE Exy 
Solución 
Este sistema de ecurclones, IP.S crntidrdes por determinar son "a" 
y "b". De Ir primera ecuación obtenemos como valor de "a" 
,a= (Ey - bEx)/n , • ' 
lo que sustituido .en.la segunda ecurción nos de prra "b". 
I Ex (Ey - bEx) + bEx^ = Exy 
o sea 
n 
b = ( S s _ a c E y ) / Ex 
Los sistemas de ecurciones simultáneas pueden extenderse ml.s allá 
de 2 1 incognitas. El sistema ^ 
na + bEx +„ cEx^  '= Ey 
• aEx •+'bEx^ + cEx^  = Exy 
aEx^ + bEx^+ .cxEx^  = Ex^ 
es un sistema de 3 ecurciones con 3 incógnitas que rparece en Ir teo-
ría de "mínimos curdrrdos".. Para su resolución puede seguirse cualouie - p ^ . , • •. —. 
ra de los métodos y? indicrdos anteriormente. Para el caso en que el 
sistema tenga más de 4 incógnitas- se-han 'desarrollado sistemas b?stan~ 
te ingeniosos'de resolución, "que se verln con mryor detalle--én-Metodolo . 
gía Este dística. • " • • 
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1.9.- Problenas en que apare ce.", un sistema de ecuaciones simultáneas de 
1 g:rado 
En el planteamiento de muchos...problemas aparece más de una canti-
dad desconocida y por lo tanto el problema - en su parte algebraica -
puede reducirse a la resolución de un sistema de ecuaciones simultáneas. 
La resolución del sistema se hará tal como se Indicó en el párrafo ante-
rior^  debiéndose tener un número de ecuaciones igual si número de incóg-
nitas por determinar. 
Ejemplo 1 
La suma de los dígitos de un número de 2 cifras es 11. Si los di 
gitos se invierten, el número se incrementa en 45. Cuáles el número que 
cumple con esta condición?,' .  
Solución 
Sean "x" ® "x" de los dígitos de un número comprendido 
entre 10 y ¿g. Dé ésa manera el número 'es igual a 
•lOx + y 
con la condición x + y = 11 ^ (l) 
y el número con los dígitos en orden inverso es 
lOy + X 
.con lo cual se tiene (lOy + x) -(lOx + y) = 45 
o sea 
- 9x + 9y = 45 (2) 
o sea que debemos resolver el sistema 
X + y =11 * 
X - y = -5 
cuya resolución nos da x = 3 ; y = 8 j o sea el número en referencia 
es 21; ; 
E.jemplo 2 
Un pintor y su andante aplican una primera mano de pintura 
" a, ^  una casa en 3 ^  días. 
Si la aplicación de la segunda mano requiere cuatro días de los 
cuales sólo tres trabaja eL ayudante. Cuánto tiempo aafílea o/i en 3pla~ 
car una mano?. Considérese qiífe-la aplica d-ón- de cada una de las manos 
requiere igual tiempo. 
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Solucián 
Sea X = tiempo empleado por maestro en d^r un?, mano 
y = tiempo empleedo por ryuiiante en dar un?, meno 
• Para'le,.primer?, mano tenemos . 
lÁ ^ h á ^ i X • y 
Par?. 1?. segtind?. mpno,tenemos 
cuy?, solución es 
X : J 
X = • 6 díg.s ; y = 9 días 
E.1 ampio 3 
Determiner 1? sum?, de los cubos dé los '^ n",primeros números de la 
escF.l? nc turel de niSmeros, si se pcept? oue e&t?. sum? S es de 1? forme. 
S = an^ + bn^ ,+ cn^ + dn 
Solución 
Si la fórmula, para S es cierta, debe ,s?tisf?cer 1? süm?, de' 1?. 
siguiente secuencia . ' • • 
1 + ,8 + 27 ¿4 + 125 +....... .. 





= a > + c + d 
= l6a + • 8b + 4g + 2d 
= 81a + 27b + 9c + 3d 
= 256a + 64b + 16c + 4d 
La resolución de este sistema Is' hacemos por el .sistem? de elimi-
nación, por sustracción. 'Par?, ello multiplicamos If primer?,jior".+2-,-fi^  j 
+ 4, respectivpmente y 1?. restamos a las otr?s ecurciones obteniendo 
7 = 14Í; + 6b + 2c 
33 = 78a + 24»- + 6c , 
96 = 252a + 60b + 12c 
En este, nuevo si stem? volvénios a usar el sistema de elimihaclón 
por sustracción. Multiplicamos la primera,p03^  3 y 6 y la reistajnos-a 
las .otras >doSj coñ'io que. obtenemos ^ . 
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12 = 36?. + 6b 
54 = l6Sa + 24b 
En este áisterna de 2 ecu?clones multipllc?inos 1? primer? por 4 y 
restándola r Ir segunda se tiene 
6 = 24 a 
lo que nos da el valor de "?" = l/4. ' » 
Con este Vrlor de "a" podemos c?lcul?r "b" a tr?vés. de 
' 6b = 12 - 36a 
obteniéndose b = 1/2 y de pllí en 1? ecu ci6n• 
7 = 14g + 6b + 2c 
podemos c?lcul?r "c" ^ ^  ^ ^^ 
y finrlmente de 1? ecuación 
l = a + b + c + d 
obtenemos para "d" el" Vr-lor O. La sum? S tom? ^ entonces 1? forma 
que puede reducirse a 
n(n + 1)1^' S = 2 J 
o sea,"el cucdrado de 1? sum? de los (n) primeros ntSmeros", 
1,10',- Resolución de sistemegd'fe ecu?ciones lineales, por medio de deter-
minantes . • • 
L? resolución de un sistem? de ecurciones line?les simultáneas 
puede present?rse en form? simbólic? muy sencilla mediente la introduc-
ción de los "determinantes". Desde el punto de.vist? pr'ctico (cuando el 
número de incógnitrs es superior a 3) oued? un proccso opcrrtorio b?st?^ 
te pes?do, cu?l es el crlculo de estos determin?ntes. 
Para introducir los determin?ntes veamos cu?l es 1? solución del 
sistem? simultáneo siguiente 
+ b^y = 
a^x + b^y = Cg 
Multiplicando 1? primera ecu ción por "bg" y la segunda por "b^ " 
luego de restar miembro ?; miembro se tiene 
(?.^ b2 - a2b^)x = b^c^ - b^c^ 
con lo cu?l la incógnita "x" vale 
a^ b^ .*.- , „ - _ 
Multiplicando la primera por "a2" y 1? segunda por "a^ " luego de 
restar miembro a miembro tenemos 
- ^O -
lo que nos da prr? "y" valor 
' • La oliserveción de estrs soluciones, nos muestran que rmbcs poseen 
un denomin?dor común y oue los rimerpdores son diferentes. -
Preocupémosnos shor? únicamente de los primeros miembros de les 
ecufciones simultáners. Los-coeficientes de IFS incégnites presentan'-, 
la siguiente distribución 
1 b. 
y si este distribución 1? encerremos entre 2 linees verticales y le an-




y hemos así definido un proceso de cálculo que es el siguiente; 
"El^  valor ^ e D se obtiene niultiplicendo el elemento superior iz-
quierdo por el inferior - derecho- y restando' de ese producto el producto 
de los otros elementos",. . 
: Esta. operación puede recordarse con iilayor facilidad por medio del 
diagrama siguiente 
De allí aparece ,1a expresión "determínente" de segundo orden aue 
es une ordenación cuadricular de 4 números '^2' forma 
b. 
a 2 . 
y cuyo valor se calcula con If regla dada m^ ,s arriTp?. Las letras a^, 
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Volviendo r consid&rrr los numcrrdores do "x" y de "y" si intro-
ducimos los detitírminrntos 
D = X D = y . 
los vflores "x" e "y" oued?n expresados por l?s relrcioncs 
X = 
D X 
D y = 
D 
= -2 D 
notr.ndo cue los deterrainrntes D^ y D^ . se han obtenido sustituyendo los 
coeficientes de "x" y luego los de "y" por los correspondientes coefi-
cientes de 2 miembros de Irs ecurciones. Así p^ rf encontrar el vrlor 
de "x" sustituimos "f" por "m" y "c" por "n'-'-.-lps correspondientes ccn-
tidc-des del segundo miembro y dejmos sin cfmbi?r los coeficientes "b" 
•y I'd" ppra "y". Este determinante es D . De mmerr f-n^ log? se form? el 
determinpnte del numerrdor de "y". 
E.jemplo 1 
Resolver el sisteme. 
Ax + 3y = 2 
8x + 9y = 6 
de acuerdo ? 1? "regla de Crrmcr". 
Solución 
Se tiene los siguientes''vrlorcs pe r?, los determinpntes 
= 36 - 24 = 12; D 4 3 
8 9 X 
? 3 
6 9 
= 18 - 18= O ; D = y 
4 2 
8 6 = 2 4 - 1 6 = 8 
de modo que les soluciones son 
O ^ 
E.jemplo 2 
Resolver el sistema 
I y 
D 
= JL ^ D 12 
2 •3 
X. - y = 1» 
2.x - y = a + b 
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Solución 
Se tiene los siguientes valores ppra los determinrntes: 
D = 
1 1 
2 — 1 
= - 1 + 2 = i 
b., - 1 
ci+b - 1 
= - b + •+ b) a 
D = y 
•1 ^ 
2 a+b 
con lo cual 1? solución del sistema es 
= + T» - 2b = a— b 
y - f = a - i 
Para el ceso^ en que se tiene un sistema de 3 ecuaciones de primer 
gr?do del tipo,^  • 
• a^x + b^y + c^ z = d^ 
agX + b^y + C2Z = • 
, + b^y + c^ z =,d^  
la. solución sé puede presentar en la forma 
D. D D 
siendo 
El problema está ahora en la determinación de los valores de estos 
determinantes de 3 x.3 elcanentos. Para el cálculo de ellos se aplica la 
regla de Sarrus - que consiste en lo sigixiente: 
- se agregan al determiraaté 2 columnas adicionales formad?.s por 
los elementos de la primera y se)-,unda columna 
- se determinan los ..productos de los 3 términos que forman cada, 




D= D = y a2 d2 D = z 
3^ 3^ ^ 3^ • 3^ 3^ 3^ •^ 3 
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positivo pfr?. l?s diagonrles ouo coinionzpn en termines de la 
primera línep. y negrtivo p?rr. los que terminrn en tcrminos de 
Ir. tercera línea. 






. • Resolver el sistema 
X + y + z - = O 
2x - 3y. r. . z+3. = O . 
3x + 2y -Oz = 2 
Solución 
Los determinantes necesarios vrle-n: 
1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 
D= 2 -3 -1 2 -3 D = X -5 -3 -1 -5 -3 2 -5 -1 2 -5 D = z 2 -3 -5 2 -3 




-(-6+15)=-12 - (-15-2)=36 - (-10+4)=27 
y por lo tanto los•val res de x, y, z que satisfacen al sistema son: 
-12 • ' 3 6 
X = 17 ; y = ly í z -
E.iemplo 2 -
Resolver el sistema 
3x + . y + 3z = 4b i 
2x + y - z = 3a ? 
X - 2y + 2z = -a i 
- 34 - • 
Soluci6n •  
>Los deteiTninantes necese^ios valen 
3 1 3 
2 ll -1 
1 - 2 2 
= - 2 0 D = 
X 
4b 1 3 
3 a 1 -1 
-a -2' 2 






2 1 3a 
1 -2 -a 
= 20a - b 
1,11,- Exponentes y radicales 
En este párrafo se ampliarán algunos de los conceptos ya anotados 
en el párrafo 1,3 cuajido se dieron ciertas leyes en 1? resolución' de 
multipliceciones y divisiones de expresiones algebraicas, 
" Slevacifin' a:, potencia 
Consiste en multiplicar un niSmero denominado "bas6" varias veces 
por si mismo. Si;el número es "a" la potencia "n" de este número es 
1) a^ = (a) (a) Ca).... ,, (a) (n factores) 












- c • , 
f)" 
' ' n a b 
= a ron 
m-n si m > n 
n -a 
a° . = 1 para a O;' 
Veamos lo qué expresa cada^  una de estas, reí; ciones 
La relación (2) expresa lo. siguiente: 
el producto de 2 potencias e^ y a'^  que tienen una base común 
"a" es igual a una potencia, que tiene "a" como base y como exponente, la 
suma de aquéllos exporientes". 
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La releci5n (3) expresa: 
"Si uíja l»ase está elevada a un exponente "n" y este base es igual al 
prodtctD deuns. serie de faistores^ Ja expresión es trinhién igual al producto ^  
de cada uno de los fcctores elevados al ejqjonente "n" comiin". 
La relación (4) e:55)resa; 
"La elevación a l? potencia "n", de ima base que previamente se ha 
elevado a le potencia "m" es igual e le liase eleveda a un exponente 
igual al producto de los exponentes". 
L? relfci5n (5) expresa: 
."El cuociente de 2 potencias que tiene una base común es igual a 
le- bpse común elevada a 1?'diferencie de los exponentes". 
La. relación (6) expresa: 
"Le elevación a Ir potencia Vn" de^J. cuociente de 2 números "e" y 
"h" es igUcl al cuociente de les pot^cif s ,"n" de cada lono de ellos'.'. 
La releción (7) expresa: 
1 "Toda base "a", no nula, (diferente.de cero) eleveda e le potén-
4 cia O, es igual a la unidad "(l). 
En base de estas relaciones puede reelizárse coh reletiva comodi-
dad le simplificeción de expresiones potenciales, 
E.jempl» 1 
Simplificer le siguiente expresión potencial 
14^5 y^ z^ 5 
( 7 ^ ) 
Solución 
Realizamos primeremehte les simplificeciones dentro del perénte-
sis, con lo cual obtenemos 
z 2_x1_2 X.5 
^ 3 ^ 
y posteriormente elev?jnos a 1?. potencie 5jí llegándose 
" 5" ' • 12 ==— z^ ^ • • 
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E.iemplo 2 
Simplificar la expresión 
(10a® b^c^)^ ; 
Solución 
Por tratarse de potencies oue, tienen el mismo'exponente,"podemos 
colocar todo dentro de un paréntesis. Reducir esta nuevf expresión y 
posteriormente elevar a. 1 exponente común, 
Colocajnos entonces todo dentro de .un paréntesis^ • 
.5 a^ b^ c3 ' U a^  b^ _ _ 
a tí c ) ~ 10 a • c . 16 a 
Exponentes -enteros riegativos 
Las relaciones ajiteriores presuponían que los exponentes eran en-
A . 
teros positivos, pero puede demostrarse oUe les relaciones son Vclidas ^ 
también para el ce.so de exponentes. noge ti vos. 
Si "a" íe elevf el exponente (-n), ello quiere decir que fee 
tiene la equivalencia ' • 
•• -a-^^ -i-n 
a 
Esta equivalencia es fl.cil de demostrar, y? oue si multiplicamos 
a ^  por la unidad, o sea el vaJ.or a^^ x tenemos 
' n -n+n o , 
, a-" = a-" = = ^ = -i- ,. n' • •  n n n 
a a a . a .... 
de allí que la elevación a la potencia (-n) de la brse "a," es por.definí 
ción T / . 
siempre que la base (a) sea un niSmero distinto de cero. 
Con la introducción de los exponentes negrtivos, la división de 
2 potencias se transforma en el producto de 2 potencias; una, con \m expo 
nente positivo y la otra con un exponente negativo. Veremos ejemplos; 
E.iemplo 1 
Determinar el valor de la expresión 
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Solución . 
L?. expresión anterior puede escribirse así 
E.iemplo 2 
Determinar el valor de 1? expresión 
- 2 •• - 1 ^ - X 
-2 , .-1 -1 y + X y 
Solución 
Podonoá rmplificfr íp frcccióij por •(xy^ )j con lo cuel obtenemos 
- T T T = 
E.jempl* 3 
Simplificar 1;: fracéión 
I -,1 _2 -2 -1 
X y + x y 
Solución 
Simpl i f icados p o r x^ y ^ , con l o c u a l obtenemos 
f ^ + 3xy + (x 2y)- (x ^ ^ ^ 
X + y X + y 
iL.lemplo 4 
Simplificrr el valor de la expresión 
F = 2(3x + ir^(x 4- 3(3x + 1)"^ (x +'2r^ 
Solución 
Factoricemos con (3x + l) (x + 2) , de modo que la expresión se 
reduce a 
(3X + ir^Cx 4- 2)-^  r2(3x + I K 3(x + 2 ) 1 = ' ^ ^^  g ^^  r 
- (3x + l)2(x + 2)3 
- -38 - . 
Raíces de los números 
Cufndo escribimos =• l6,. , decimos que l6 es el cuadrado o 1? se 
gunda potencia de 4 y? ouo ¿ es la "reíz cuadrada" de 16, Analogamen 
te puede decirse, puesto que = 7776, que 6 es "raíz quinta" de 
7776, de esa manera en general se tendrá la definición. 
Definición 
"Un ni5mero "a" es le raíz enésim? de "b", si a" = b". 
Puesto que (-a)^ = a^ ,. es evidente que cuflquier número positivo 
tiene 2 raíces cuadradas, una positiva y otra negativa, y ambas de iguel 
valor absoluto, Adem^ .s, puesto que el cuadrado de cualauier número real 
es positivo, no. existe raíz cuadrada, "real" para (-a) ni ninguna-raíz 
de orden par para un número negativo, De allí que se hace necesario in-
troducir lo que se denomina "números imaginarios" que desde el punto teó 
rico cumplen con la condición..que sus potencias pares dan números negati 
vos. 
Guando existe una raíz enésima real .positiva de un número,'se le 
llama la "reíz enésima principal". En caso de no existir raíz enésima 
principal positiva de un. número.., .pero, de haber raíz enésima real nega-
tiva, a. esta se denomina Raíz enésima principal. 
La notación usual para le reíz enésima de "a" es El 
símbolo se llama "radical". • • . 
Según la definición anterior 
yn /—i\n 
Si "a" no es la potencia enésima de un número racionalel,valor 
de no se puede expresar "exactamente" como un entero-o' como una 
fracción» Frecuentemente se puede expre-sar en otras formas, pero nunca 
con exactitud sin hacer uso del radical. Sin embargo, si '^(/a"' es real, 
.se puede expresar su valor .."aproximadamente" como una fracci^jfi:.'..decimal. 
Exponentes fraccionarios 
Se puede entonces ampliar más aún las definiciones acerfeá-'de los 
exponénte-s-'y-obtener'una interpretación para los exponentes fracciona-
.rios. Si; se considera que la relación (4) es válida para m=l/n, se tie 
ne 1 n 





Por lo tanto a ^ ^^ es iin nlSmero cuya potencia enésima es "a" y 
en consecuenci? de rcuerdo con 1? definición de r?íz enésim? se tiene 
l?s relrciones eauivflentes 
1 
n n f—1 
a = /a 
De este inpnere se tienen los exponentes fraccionrrios cue se de-
finen como la potencir de un radical-, -El"dehomin?dor del exponente es 
es el índice del rrdicrl y, el numerador indic? la potencia ? le cual 
se eleva el radical, 
3i es un número real, entonces 
• . 1 • 1 
,yp = (aP)^  = 
y la ley se satisface pera m = q; n = l/p; 
Si se emplea Ir forma radical p?r? Irs expresiones 
(a^/Pf y 
se tiene 
. a^ /P (P^^)^ = P ^ (6) 
Si Py/^ es racional, es más conveniente usar le primera. expresión 
radical de (6). De lo contrario le forma del segundo radical',' 
Ejemplo 1 
Escribir sin radicples la siguiente expresión ' 
..• ' ' V25 a^ • 
Solución 
.Aplicamos'el exponente 1/3 ? ceda uno de los factores del sub-
radical 
Ejemplo 2 
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Solución 
Aplicamos el exp^ onerite l/l2 a cada una de las expresiones del 
sub radical 
33/12 ^ 4/12 ^ 8/12 ^ ^1/4 ^2/3 " 
26/12 ^ 9/12- yl8/l2 ' 
los radicales Cumplen con las siguientes relaciones: 
1) VüT»-. 
n 1 n /—1 
2) / I = 
E.lemplo 1 • " . 
Realizar la siguiente multiplicación de radicales . • ' ' ' 
% 
Solución 
Ambos factores tienen radicales de mismo índice, por lo tanto muí 
tiplicamos las cantidades sub radicales y luego extraemos raíz cúbica: 
E.jemplo 2 
Multiplicar los radicales 
Solución 
Por tener todos los radicales el mismo índice, podemos escribir 




Ref.lizaF' -ia-' división,. 
f / — I 
. ^  3 cd-
7 .2 c a 
-1 
/ 3 6 
Solución 
Por tener todos los radicales el nismo índice, podemos escribir 
rrrzi p!ií 6c^ d* 3cd^ ^ I d^ " _ d / l' 
7 .2c-' c ' V3"6 c^  d 
E.jemplo 4 
Realizar la .divi-sién 
y. •" -
Solución 
Por tener todos los radicales el mismo índice^  podemos .escrpibir 
72 u^ v^ ^ / 4 ^ • . 2 
27 u^ • 32 v'7 . V 3 U^ V.^  / •. ' 
Eaciónalización de los denominadores 
Cuando se tiene una fracción en cuyo denominador aparecen ra'dicales se 
pueden eliminar estos•radicales por el pl-óceso denominado "racionaliza-
ción de radicales" quedando por lo tanto en. el denominador niSmeros en-
teros solemente. 
La racionalización de los denominadores se hace con el propósí 
to de dejar en forma más sencilla y cómoda la expresión. Además median 
te este proceso pueden sumarse^fracciones en cuyos denominadores apare-
cen radicales diferentes/ 
Ejemplo 1 
Raciontlizar la fracción 
+ y)"' F 
V x ^ - y^)(x-y) 
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Solución 
La cantidad sub redical en el denominador es igual a (x-y)^  
(x+y), expresión que para que sea un cubo perfecto debe amplificarse 
por (x-y)(x+y)^ . De esa malí'era se tiene la equivalencia 
3 
F = k^y)^ ' o ' V(x-y)(x-fy)^' ^ V(x-y) (x+yj ^  l ^ Z 
V & ^ h (x-y) " ^ v/5-y) (x+yT^ x-y x-y 
E.^ emplo 2 • - •' ' 
Racionalizar la fracción 
v/^-ZT* 
Solución 
El numerador es un cuadrado-perfecto, de modo que se tiene 
' ^ t„ 
- v V • 
Ejemplo 3 
Racionalizar la fracción 
2a..- b + ab 
Solución"',- :• v .--' 
El numerador es el producto .de los-factores (2 y 
(v/a^ + |/b~') y por lo tanto se tiene . . 
.2a - b.+ . (Va ~ '/b ) 
• ——^•=vF7+./b^ • 
'r'- v ^ 2/^ "- i/hP 
E.iemplo 4 
• - Racionalizar^ la expresión 
y/T- i/T»- 1 : 
i+^T-^/r 
Solución 
Amplificeinos por la cantidad 1 + , con lo cual obtene-
mos - \. 
~ 43 
(^/3'- ./^Dd-^ M ^ 2 - 2 2 1- l-v/T 1 ^  
(1+ yl)^ - {J^Y 2 j r y2' 
1.12.- Ecurciones de 2° grado 
Definición 
"Ecupción de 2° gredo es una ecurcion con unf incógnita en la que 
dicha incógnita aparece elevada a la segunde, potencia, pero no e otra ma 
yor" 
Si la ecuación contiene la primera y la segunda potencia de la in 
cógnita se llama "ecu; ción completa de 2° grado"- y si solamente contie-
ne la segmda potencia de la incógnita se denomina "ecuación simple de 
2° grado", 
Por ejemplo^  la ecuación - 2x + 6 = O es una ecuación coraple 
ta de 2° grado^  en cambio Ir ecuación 5 - 54 = O os una ecuación sim 
pie de_ 2° grado . 
Solución de una ecuación incompleta 
Para solucionar la ecuación- incompleta • . 
ax^ - c = O • 
se pasa la contente "c" al segundo miembro y luego se la divide por el 
o 
coeficiente de con lo cual ;se tiene 
••• ••••..... = c/a 
Una vez; que esto se ha realizadOj se extrae la raíz cuadrada de 
la cantidad c/a resultando 2 raíces' reales de. igual valor absoluto y de 
distinto signo, si I5 cantidad c/a es positiva. 
Si el cuociente de las cantidades ""a" y "c" es negativo la ecua-
ción admite '2 raíces imaginarias, . Introduciendo el símbolo "i" para de 
% notar la raíz cuadrada (-1) o sea si i =í=v - 1'' • ' 
Ifs raíces (x^ , x^) estarán dadas por la relación 
c ^  £ 
a 
So.LUcióh de la .ecua ción completa 
Una ecucción completa de 2° grado es una 3cuación de la forma 
ax^ ' + bx + c = O 
Si a esta ecuación le sumamos la crntidad •(r—) a cada tmo de los 
miembros, la ecuación sigue manteniendo las mismas raíces que la ecuacióm 
ordginal, pero"ahora eí 'prÓJner ®iembró^  expresarse como im curdrado 
perfecto. En efecto se tiene _ • • 
/ b N? b^ • 
• • : (x..-..:.^)^  = - , • 
^ • - • . . . . . •: . 
con lo cua.l la ecupción original que era completa se ha transformado en 
una ecuación incompleta,, cuyá. solución es 
' + JÍ.-1 v/b^  - 4ac ' 
2a"i 2a 
de esta manera las raíces de la ecuación completa de 2° grado estaxi da-
das por la relación 
^ _ - b + v^^ - 4ac ' ^ -..b /rVb^ .-- 4ac' 2a • . . -^ 2 ~ •  • ' 2a 
que lo expresa lo siguiente-t ' ' 
."El valor "x", solución de una ecuación completa de 2° grado, es 
igual al coeficiente de la primera potencia de "x" con signo contrario, 
más-menos la raíz cuadrada del .cuadrado de ese coeficiente .menos 4 veces 
el producto del coeficiente,de x^ por el término constante^ , todo dividi-
do por el doble del coeficiente de x^". 
La realidad de las raíces de la ecuación dependerá del signo de 
la cantidad sub radical. Para que las raíces sean.reales es necesario 
que esta cáhtidád sea positiva,, o sea que sea mayor que ósto es, 
el cuadrado del coeficiente de la primera potencia .de "x" debe ser mayor 
que 4 veces el producto de los otros 2 coeficiente. 
Ejemplo 1 
Determinar las raíces"'de la ecuación 
lOx^  - 45 ^  O 
Solución 
La ecuación incompleta puede escribirse 
lOx^ 45 . . 
9/2 ... • 
X = t I v ^ 
- 45 - • 
E.iemplo 2 
Deteminer las raíces de le ecuación de 2° grado 
ax^  = O 
Solución 
La ecuación incompleta puede escribirse 
= - 50 , 
x^ = - 25 
4 
X = + I i 
Determinar las raíces de la ecuación 
2a^ x^ - abx - = O 
Solución 
Aplicamos 1? fórmul? de la solución para una ecurción completa de 
2° grado 
_ al; ±s/(ab)^ + 4(3b^)(2a^)' ab +/25 a^b^' _ ab. +,5.ap 
a>> + 5 ab ^ ^  = 1 £ 
^ 4a2 2 a 
X = ~ 5ab ^ - 4ab _ _ b 
^ 4a2 Ua^ " a 
Ejemplo 4 
Qué puede decirse acerca de le realidad de l?s raíces de la ecua-
ción? 
14 = 54x^ - 51x 
Solución ... . • 
Para detectar ,1a realidad de Irs raíces de esta ecuación completa 
de grado se debe determinar ol valor de la cajitidad sub radical. La 
ecuación de 2° grado puede escribirse 
- i/:> -
- 51x - 14 = 0 
con lo cual 
a = 54 ; li = - 51 ; c - - 14 ' . . 
de allí que 
b^ - Ue^c = (51)' - 4(54) (-14) = (51)' + (54)(56) 
cantidad positivr la que nos .indica que IPS raíces son reales. 
E.lemplo 5 




La cantidad sub-radicrl v?le 
(2 + _ k(k + 5) = 1 _ k 
•• 2 • • 4 .: • 4 . . 
cantidad que debe ser'positiva^  To que exige que k sea menor que 4 
E.iemplo 6 
Resolver la ecu?ci5n 
/2x + 3' + A - 2' = 4 
Solución 
Pesando 1? c?ntid?d v/x - 2' al segundo miembro y elevando al cua-
drado tenemos , • - •• • 
(2x + 3) = (4 - = 16 -f X - 2-8 
- hi ' -
I • • 
X -11 = - 8 
volviendo a elevf-r ?1 curdrrdo 
(x - 11)2-= ^^^ _ 2) 
O • que se reduce c la ecu?ci6n de 2 gr?.do 
x^ - 86x + 249 = 0 
cuyas reices son 
x^ = 83- ; ' Xp = 3 
Al tituir el v?lor x = 83, notemos .cue le ecuación original 
no se gr.tisface, y por lo t?nto ífsta es una raáz extraña (no útil) in-
troducida por helper elevado 2 veces sucesivas £>1 cuadrado. 
1,13.- Razones, proporciones y variaciones 
Razón •' • p 
entre dos niSmeros "a" y "b" es el cuociente que se obtiene.,al di 
vidir "a" por "b".. , 
De esta manera la razón de "a" a "b" es a/b^  ó como se escribe 
frecuentemente, a:b, en donde los puntos intlicen división.. " • 
Si "a" y "b" son mfgnitudes de la misma especie, se deben expre-
sar en la misma unided para que a/b tenga sentido'. Esto es, para obtener 
la razón de 3 cms, a 2 dms,, se convierten 2 ctos, en 20 cms., y la 
razón deseada'es 3/20. En tales casos la raaón a/b representa un númé-
ro abstracto y es la respuesta a la pregunta qué múltiplo o fracción de 
"b" es »á"?, 
Aún cuando frecuentemente en la división intervienen cantidades 
de la misma especie,, también existen razones de magnitudes de distintas 
naturalezas (Física, por ejemplo). 
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Al no representar "a" ni "'U". cantidades de la misma especie, le 
raz5n a:b representa la porción de "a" que corresponde a iina unidad 
de ."TD". La velocidad "v" de un cuerpo se expresa como 
V = s/t 
y cumple con esta condición.-
Proporciones 
Es la igualdad de 2 razones, ' De esta m8.nera si a/b es le. prime 
ra razón y c/d la segunda razón, la proporción es le igupldad de estas 
razones o sea 
a/1* = c/d 
En una proporción los términos "b" y "c" se denominan medios y 
los términos restcoites extremos. Al escriliir la proporción en le forma 
a _ c 
b d 
los elementos "a" y "c" reciben él nombre de antecedentes y los resta^ n 
tes (b, d) el de c o n s e c u e n t e s . ; , -
Las propiedades de las proporciones son las siguientes: 
Propiedad 1 •, 
"En toda proporción, el producto de los medios es'- igua.1 el produc-
to de los extremos" 
En símbolos ad = loe . •<-!• : • •• • 
Propiedad 2 - . .  • ' 
"Si a/b = c/d, entonces a/c = b/d y también- b/a'= dr/c","' 
Esto equivale a decir que se puede intercambiar los medios entre 
sí o los extremos entre sí sin alterar el valor de' la 'proporción.' 
Propiedad 3 " . • . . • ^  . [ 
"Si a/u = c/d, entonces se tiene' 
(a+b)A = (c+d)/d ; (a-b)/b = (c-d)/d ; (a+b)/(a-b) = (c+d)/(c-d) 
• La primera-relación eq'uivale a decir: 
. .1. "La,-suma, del antecedente y del consecuente de una razón es a su 
antecedente (ó consecuente) como la suma del entecedente y del consecuen 
te de la otra rezón es a su antecedente (ó consecuente)'.'. 
La segunda relación es semejante a la anterior bastando cambiar 
la palabra "suma" por "resta". 
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Lr tercer?, relpción nos dice que; 
"P?rc, une. proporción a/b = c/d^  IF suma del antecedente y conse-
cuente de una r^ zón ®.ala diferenci? de esos términos como 1? sum? del 
antecedente y consecuente de 1?. otra razón es la diferenci? de esos tér 
minos". . 
Si en una proporción los medios son iguales, este valor común r_e 
cibe el nombre de "medie proporcionel" de "a" y "d", teniéndose 
fe^ = ad 
La centidíd "d" en la relación anterior recibe el nombre de "ter 
cera proporcional" entre ",a" y "1-".' . 
En la relación general 
ad = be 
cualcuier término es cuarta proporcional de los otros tres. 
Ejemplo 1 
Qué número debe suma-rse s. sustraerse de 3 para obtener dos 
números cuya razón sea 3:1?, 
Solución 
Sea X el número pedido, De-?.cuerdó los datos del problema debe 
tenerse 
'' : 'ijos^-i 
3 - X 1 
ó 7 + X = 3(3 - x) • • • •• 
/pc.,= 2 
X = 1/2 
E.jemplo 2 ^ . ^ ' 
X 3 Si - = x + y = Ik, encuéntrese los valores de "x" y de 
"y". 
Solución 
De la razón deducimos que ^ - ^ ^ = ^ X 3 3 
con lo cual 
3 (x + y ) = 7x ó 7x = 3 (14) 
X = 6 
X 3 y por lo tente de - = ^  deducimcís. que 
- ^ -
4x = 3y 
Eñemplo 3 : ' 
Encuéntrese la cuarta proporcional paf-c la siguiente tríada de 
ntómeros ' • • " 
¿ = 5 j B = 9 j c = 10 
Solución 
Se tiena que | = | con lo cual d = ^  = ^^^^^ = 18 
\ E.jemplo U 
Encuéntrese la inedia proporcional para el siguiente par de mine-
ros 
a = 4 -d = 36 ' 
Solución 
La media proporcional vale 
b^ = ad 6 b = V ^ = >/(4)(36y =12 
Va-riaciones 
Sucede con frecuencia casos en que aparecen dos cantidades que 
pueden variar ("variables" como se las llama) pero de modo que su ra-
zón se mantiene constante e igual a "k"; 
Üe esta manera si "a" y "b" son estas cantidades se tendrá 
, a = k b ' 
en cuyo caso se dirá que "a" varía directamente y proporcionalmente a 
"b". Tal caso constituye el caso de "variación directa". Puede presen 
tarse, el caso en que el aumento de "a" significa una disminución de. "b" 
ó cue una disminución de "a" esté acómpiañada con un aumento de "b".. Este 
caso es el - d'i vaj^ iación inversa y puede denotarse por la relación. • 
Puede ser que una cantidad "a" varió directamente con "b" y 
"c" pero inversamente con "d", en este ee.so entre "a", "b", "c" y "d" 
existirá la relación de variación ' ^ • 
a = .icbc/d 
siendo "k" la constante de proporcionalidad". 
i, 
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Ejemplo 1 
L? centidfd de carbón que consme un b?rco oue con ime velo 
• 
cided uniforme es diréctmente proporcional a 1? dist-r.ncic recorrida y 
•E1 cUcdrpdo de le velocidad. Si el barco gesta 50 toneladas de carbón 
al recorrer 130 Kms. con velocidad de 25 Kms. Qué cantidad de combus-
tible emplecrá si hace un recorrido de 200 Kms. con una velocidad de 
35 Kms.?. _ . . • • • 
Solución 
Sea e = consumo de carbón 
D = distancia recorrida 
V' = velocidad del barco .. . 
K = cte. proporcionalidad . 
de í cuerdo al enunciado del problema se tiene 
C = K D V^ 
La constante de proporcionalidad se determinará para valores des-
de C, D, V^; sean estos valores C , D , V . de allí que 
de modo que para el caso pedido se tiene 
C = 50 , (g§) . = tons. 
Ejemplo 2 
Él tiempo de exposición que'se requieré para, obtener un buen nega 
, tivOj es directamente proporcional al cuadrado de los.íi&leros "f" del 
obturador de la cimara fotográfica. Si se necesiten 1/25 seg. cuando' 
el obturador tiene f/l6 qué tiempo de e3<posición sé requiere en las mi£ 
mas condiciones pare el obturador f/S?. • --
Solución 
• -.Sea T = tiempo de exposición' • ; 
f = número del obturador ' • . 
* # f ' T^ = tiempo de exposición para un número o_ dado. • 
de allí que ' , 
T = K f^ 
T = K f ^  
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Dor lo tejito „ , _ 
Psra el foco pedido f 8 se tendrá como tiempo de esqDOsiciSn 
1.14.- LoRaritmos 
Si en le relación 
a^ = N 
sé dán por conocidas l?.s cantidades "a" y "N'', la resolución de ests 
ecurci5n es xin problema que puede enunciarse así: 
Culi es el logaritmo de N en la base, "a"?. 
•De esta manera el logaritmo de un nfimero N en una base ''a" cual-
quiera es sencillamente el"exponente. al cual debe elevarse esa base pa 
ra obtener el ndmero•N, 
Por ejemplo, 2. ®® logpritmo de 8 en la base 2, ya que 
• = 8 
La notación que se usa para indicar el logfritmo de im ntSmero N 
en la base "a" es la siguiente ' 
log N a 
De esa manera para.el ejmplo numérico'anterior tenemos 
logg 8 = 3 
Las bases que se USPJI. con m^ s- frecuencia son las dos; 
la base 10, lü que da ortgen a. los dfenóMnados-- logaritmos • 
comunes 6 de Briggs. 
la base e, que verenáos con mayor detalle en el Capítulo 2 
sobre Cálculo Diferencial, lo que da origen ? los "log;arttmos 
Neperianos • 5, naturales". ' 
El uso del 10 como base es de gran utilidad ya que permite, para 
niñeros que solamente difieren en el orden';decimal, (por ejemplo, 2,4 y 
2400), encontrar fácilmente el logaritmo, variando pera ello únicamente 
la parte entera, . ,. • : . ' 
Es lógico pensar que el logaritmo de m niSmero positivo N en la 
base 10 contará de .una parte entera^  y de una,parte decimal si el; niSmero 
es mayor que 10, -.ya que en ese caso el e^^onente al cual debe elevarse 
•1 
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la base 10 es mayor que l.Por ejemplo el logaritmo de A-7 debe ser igual 
a 1 aumentado en cierta cantidad decimal. 
Cualquiera que sea la base de los logaritmos, la parte entera del 
logaritmo recibe el nombre de "característica" j la parte decimal el de 
''"mantisa''» De esa manera en la expresión 
log 47 = 1,6721.... 
la parte entera (l) es la característica y la parte 1,6721-,., es la man-
tisa, que contendrá tanto-decimr-les • como sean'los que contienen la tabla 
de la cual se ha tomado esa mantisa. 
Cuando la base de les logaritmos es 10 Se Qmite el subíndice entre 
la palabra "log" y el numero "N", Pera el caso en que se tiene "e" como 
base se puede colocar esta letra entre,, "log" y "N" o bien cambiar la "1" 
minúscula por íina "L" mayúscula, O sea 
log N = Log -N 
" 6 N ^ N 
Ejemplo 1 
Encuéntrese el valor de los logaritmos de los siguientes nijmeros: 
a) log .iBl e) logg^ 3 / 
b) log^ 1000 f) log 2 a^ 
c) log^^ 8 g) log^l/3 
d) log^25' ^ ^^ 
Solución ' ' 
a) X = log^ 81-5 sea 9^= 81 ,: X = 2 
b) -X = log 1000 ó sea 10^ =1000.':x = 3 
í x 1 c). X = ^^ ® * ~ 2 
d) -:x = log^255 ° sea 125''=.5 ' ' 
e^ ) X = loggjS ó • sea "81^ = 3 , :x - | 
•  • -
f) X = log^z a^ ó sea (a^)^ == a^ .: x = 3 
g) X = <5 sea x = 18 
h) X == log b^ ^ sea ^ ^  g 
b . 
E.iemplo 2 . ' 
. Encuéntrese el valor de N en los casos siguientes: 
a) logg N = 2 
b) log5 N = 3 
c) log N =10 
Solución 
a) 2^ = N . 
5^  = N . 
c) 10^° = N 
N = 4 
N = 125 
El valor de la característica depende esencialmente de la parte '' • 
entera del número "M" paca el cual se busca el logaritmo. De esa mane 




, 234,56 ' . , 
todos ellos tienen una mantis? común y, lo ímico.oue los diferencia es 
la característica. La mantisa por lo tanto se tomará de una tabla dé 
logaritmos (4, 5, 6, 7 <5 más decimales) por ejemplo, de la tabla de lo-
garitmos editada por el Dr. Bruhns (D.Van Nostrand Co, Nevr York) se ti£ 
ne para la mantisa 3702540. La determinación de la característica de-
pende de cual de los números se tratá. La regla es que, la característi 
ca para el caso en que el número .cpntiéhé cifras enteras, es igual al nú 
mero de estos dígitos disminuido en 1 y para el caso en que el número 
no contiene cifras enteras es igual al número de O que •aparece/ desde 
el O anterior a la coma hasta la primera cifra significativa de la parte 
decimal. Esta última característica debe considerarse "negativa" es de-
cir debe restarse a la mantisa para obtener el valor real del logaritmo 
Í!» 
— ^ - — 
pero en lugír de realizar la resta se coloca el nijmero delante de la man 
ti§a, agregándole 14ns raya sobre él para indicar que es negativo. 
De esa manera los logaritmos de los números más arriba indicados 
son: 
log "o,0023456 = 3,3702540 
log 0,23456 - 1,3702540 
log 2,3456 = 0,3702540 
log 234,56 • = 2,3702540 
La determinación del" logaritmo de un número por lo tanto se rea 
liza de la siguiente manera: 
- determinarla característica del logaritmo de acuerdo con la re 
gla anterior, 
- se busca la mantisa en una tabla de logsxitmos, si es que, se 
dispone de una tabla en" la que aparece el número N, 
• Si en la tabla no-aparece el numero N, se toma de la tabla las man 
tisas de los; número más vecinos - inferior y superior al número 
N,' dado - y por un proceso de interpolación lineal se determina 
la mantisa del número N que no aparece en la tabla. 
Por e.lemplo 
Para buscar el logaritmo del número N = 23456 en una tabla en que 
aparecen los logaritmos de los números entre 100 y 1,000. ("Tablas Est^ 
dísticas"de R.A. Fishbr - F. Yates - E. Aguilar l%drxd^ i959) procede-
mos de la siguiente manera: 
- este número tiene _5 cifras enteras, por lo tanto su caracte-
rística es 4, 
- los números más vecinos del número 23456 son 23.400 y• 23500, 
cuyas mantisas'son 36922 y 37107, mantisas qué difieren en 
185. . 
Establecemos la siguiente regla de tres simple:. 
Si cuando los números pasan de 23400 a. 23500 ( o, sean varían en 
100) sus mantisas varían de 36922 a 37107 (o sea varían en-lS5) por 
100 unidades de cambio en N hay 165 en la mantisa, en cuánto debemos 
aumentar la mantisa del número 23400 para que ella represente a la man-
tisa del número 23456?. 





o sea proporcional, con lo cuel la mantisa del,número 23k56 será 
•s. 
• • . . . . 
3.6922 + 104 = 37026 
teniéndose finalmente ],og 23456 = 4,37026 
que es más o menos igual a le mantisa indicada en la tabla de Bruhns, en 
lá que se dan las mantisas con 2. decimales, 
Este proceso de determinación de la mantisa para el logaritmo de 
un ntSmero que no aparece en la tabla se realiza con rel?tiva facilidad 
haciendo uso de las tablas de "Partes Proporcionales" que siempre se co 
locan al lado de las mantisas. 
Por ejemplo, para la determinación del logaritmo del niSmero 
N * 4.287.445 usando la tabla de Bruhns tenemos que interpolar entre 
las mantisas de los ni5meros 4.287.400 y 4.287.500 que son 6321940 y 
6322041 ., respectivamente y que difieren por lo tanto en 101 
Usando la tabla de 101 buscamos en la línea 4 cuál es el nú-
mero escrito y luego frente a " agregamos estois números a la mantisa 
•6321940 en la forma • 
6321940 
• • ' ¥),4 • •• 
5,05 
y STJonsmos,. con lo cual obtenonos . log .4.287-445 = 6321985 
que es el valor del logaritmo buscado ' , 
E.iemplo 1 
• Encontrar los logaritmos de los siguientes números .. • 
a) 98,501 , ' " - ' 
. h) 0,88923 . . - ^ 
usando la tabla de logaritmos de Bruhns . 
Solución 
a). En la página 183 snocntrknos 1?,,•mantisa 0.9934406,"o sea 
, que-, • • . ••' ' 
log 98,501- ='• 1,9^4406 • ^ 
b) En la página I63 encontraremos la mantisa 0,9490141, o sea 
que • , 
log 0,88923 = 1,9490141 
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E.-iemplo 2 
Encontrar los logaritmos de los siguientes números 
a)- 21583,42 
b) O,13469s 
usando la table' de logcritmos de Bruhns 
Solución 
a) En la pagina 29, tenemos 
log 21583,00. = 4,33aiie 
log 21584,00 = 4,3341319 ^  
En la tabla P.P." prra 201 y la parte 0,42 tenemos 
201 X 0,42 = 80,4 
4,02 
84,42' (84) 
que lo agregamos a 4.3341118 
84 
.: log 21583,42 = 4.3341202 
b) En la página 12 de'la' tabi? obtenemos 
log 0,134690 = 1,1293354 ) 322 
log 0,134700 = 1,1293676. .. — -
hicicndouso de 1? tabla de 322 tenemos 
. ^ 1,1293354 
322 X 0,8 —> + 257,6 
log 0,134698 = 1,1293612 
Búsqueda del antilogaritmo • ' 
Si se conoce, el logaritmo de i^n nmero N desconocido, el que ha 
resultado de un .proceso de c'lculo, la búsqueda de este número "N" es -esen^  
cial para deteminar el valor dé este' proceso. Tal determinación se c£ . 
noce como ">úsoueda del antilogaritmo". 
Puede suceder t^ uc la mantisa tenga un valor que corresponde exac-
tamente a una mantisa dada en cuyo caso el antilogaritmo esta dado- diréó' 
tajnente, • . • 
En los casos corrientes serS que la nia.ntisa (M) no corresponda e 
ningún número de la tabla sino cue se tendrá 2 mantisas (M^ , M2) que 
encierrejn a aquella y que corresponden respectiv?mente a lo:s riúmeros 
^ ^ este por vm proceso de inteipolación directa se busca el 
antilogaritfno. 
Se determina la diferencie entre las mantisas que encierran a la ,, 
mantisa del número N desconocido y se detertíiina además . l3 diferencia 
entre la msaitisa del límite inferior y la mantisa del núm,ero N, si los ^ » 
números N^ y Ng son los que tienen las mentisas M^ y M^ el antiloga 
ritmo del número N cuye mantisa es M, será 
M -
Por ejemplo, la mantisa M = 6291598 está comprendida entre las manti~ 
sas M^ = 6291547"^ Mg = 6291649 que corresponden 1 a los números 
Nj^  = 42575 y ~ 42576, de modo que el antilogaritmo para la mantisa 
M = 6291598 es 
Para evitar este tipo de planteamiento, se usan-las tablas de 
Partes Proporcionales, ubicando la tabla a usar por diferencia entre 
las mantisas M^ ^ ^ 2 ^ buscando los números que dan valores más cer 
canos para Ife. diferencia M - M^ 
E.iemplo 1 
Encontrar el antilogaritmo para 2^ 837 ( 5632 
Solución • . y 
En la página 123 de le tabla de:i,Brrtos, encontremos 68796 como 
antilogaritmo. Ya que la característica 'S; 2, él número pedido es - ^ 
\ • • 687,96,' . , ;; • ; •v'^';:' 
E.iemplo 2 
EnbontrEmos el entilogaritmo.para 2,994|4302 
Solución Ni 
Las mantisas ¿ás vecinas y sú-s respectivos, antilogaritmos son 
(página 183).- . 
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M^ = 9-944271 N^ = 9^725 
M^ = 9944315; ' N^ = ••9S726' 
M2 - M^ = 44 - N^ = 1 
por otra pprte 
M - = 9944302 - 9944271 = 31 
de allí que 
(M - M ) N - N • 
- • = = 0,7 y 1? mantisa . .9944302 corresponde 
al antilogaritmo N = 987257) J como la característica es 2, el antilo 
garitmo pedido es 
987,257 
Propiedgdes de los logaritmos . 
La detcrninación del valor de expresiones en que aparecen pro-
ductos, cuocientes de 'expresiones monomias se puede realiza.r con rela-
tiva facilidad y a veces es la única manera a través del uso de los lo-
garitmos de estes expresiones. Para determinar el logaritmo del resul-
tado se usan las siguientes propiedades: 
Propiedad 1 
''El logaritmo del producto de dos niñeros es igual a la sima de 
los logaritmos de los números". 
En símbolos si "a." y "b" son 2 números, entonces 
Dgnostr ación 
Por definición 
Log (ab) = log ? + log b 
a ^ ^ 
10^°^ ^  = b 
multiplicando miembro a miembro estas relaciones 
• ^Qlog a + log b ^  ^^ 
pero por definición 
(^b) ab 
de modo que log (ab) = log a + log b 
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- 1, y 
Propiedad 2 
"El logaritmo del cuociente de dos, números a A es. igual R Is-
diferencia de los log&ri-baaos de los nl5meros". 
En símbolos log (a/b) = log a - log To 
Demostración 
* 
En lugar de multiplicar miembro .a miembro las relaciones ?nterio » 
res para "a" y "b",lás dividimos miembro'a miembro, con 16 cual se tie- ^ 
ne - ^^log a - log b ^  . 
pero por definición 
^Qlog(aA) ^ 
igualando los primeros miembros de estas ecu&ciones se tiene.' 
log (aA) = log a - log b 
que demuestre la propiedad indicada. . ' * 
Propiedad 3 . . * 
"El logaritmo de la potencie de un roSmeró es igurl al producto * 
del exponente de Ir potencia por el logeritmo del niSmero",. -
En símbolos:"' ' ' 
log (a.^.,)„;.,=•,•. k.,log. 
Demostración 
2 log = log (a a) = log a + log a = 2.. log a 
3 2 2 ' log (a ) == log (a a) = log a + log a = 2. lo^ ::a + log a = 3 log a 
I log (a ) = log (a a) = log a + log a,-= 3 • log-a +.log a = 4 log a 
con lo cual se ve que la propiedrd es cierts 
E,1^plo 1 .. ' • • ^ 
" (1,25) (31,4)' 2' 
(61,3h Calcular rl valor de la expresión x = 
Solución 
Tomando logaritmos de ambos miembros tenemos 
log X = I (log 1,25 + log'31,4 - log 4,2Í - log 61,3) = 
= ^  (0,09691000+1,4969296-0.6242821-1.78746058179030) 
= - 0.5452687 = 1.4547313 
- 61 - • 
Ejemplo 2 
Cflculr.r el Vcilor de la e:5q)resión 
X = /'Ó.fo2¿a /4728' " 
: • . [/ 1247 (8,732)^  
Solucl6n 
Tomando log?iritmos tenemos 
log X = I log 0,624 + I log 4728 - I log 1247 - | log 8,732 
= I (1,7951846)+ ¿(3,6746775)- |(3,0958665)- |(G,9411137) ' 
= -0,102AD72 + 0,9186694 - 1,5479332 ~ 1,4116706 = - 2,1433416 
log X = 3,85616584 
x = 0,0071885 
Ejemplo 3 
Resolver log^ (x + 3)(x - 2) = 1 
Solución ••'•.: 
. Esta ecurcion es eq\iivrlente a 
V • • -6^ = .(x 4-3)(x- 2) 
6 sea 
x^ + X 12 = 0 • . 
' ' • -l' ± v/1 + 48 ' " • • . . it— X' = 3 x " - - 4 • • 
Ic. raíz útil es x = 3 • 
Ejemplo. ^  4 
Resolver el sistema 
3X ,+ y ^  2 
2x - y = 3 
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Solución 
De la ecuación deducimos que 
y = 2x - 3 
lo que reemplazamos en la T 
^x + (2x - 3) ^  2 = 3^^ ~ 3 
de allí que 
« 
3 log 3 
^ 3 log 3 • ^ 
1.15.- Pr®g:resiones - • 
Progresión es una secuencia de números cedg, uno de los cucles 
puede obtenerse del oue le precede mediante la cplicacxón de alguna ley 
determinada. Por ejémplo la secuencia: 
2 4 6 8 10 12-
es una progresión muy sencilla ja que cada término se obtiene e.umentcn-
do en 2 unidades el término anterior. 
Por ejemplo la secuencia 
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 
es une. secuencia tal oue cada término se obtiene duplicando el término 
anterior a él. 
Por ejemplo Is secuencia 
X 2x^ hx^ 5x^  • . ' 
es una secuencia obtenida de modo que 'el coeficiente nijmoro se obtiene 
aumentando en 1 unidad el coeficiente del término anterior y el coefi 
ciente literal emplificando por "x" el del término precedente. 
De las secuencias que se usan con m?yor frecuencia conviene dis-
cutir las 2 sigioientes. 
Progresión aritmética !. 
que es una secuencia de niSmeros relacionados de tal manera que 
cada uno, después del primero, se puede-ofetner del que le precede suman-
do a este una cantidad fija llamada "diferencia comfln"-
fp 
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Progresión geom^tricf • .. . 
que es una stcutncif de números r&3,^ cion?dos .de-tel'manera' que 
cada uno, después del primero, se puede obtener -del que le precede mul-
tiplicrndo Is te por iina cantidad fija, limada "raz6n" de 1? progresión. 
Pasemos,por lo t?nto a considerar con un poco de mayor detalle 
estos dos tipos, ' , , 
Término general y sume de términos de una progresión aritmética (PJv») 
Si "a" es el primer término de una P.A. y "d" es Ip diferencia 
común los términos de le progresión son 
Orden 1 2 3 4 5 ....... n 
Término a a+d a+2d a+3d a+4d e+(n-l)d 
obserVc'ndose entonces que el término de orden "n" se obtiene sumando 
al término inicial "a", un número (n - l) de veces la diferencia cons-
tante "d". . _ 
La simia de términos de una progresión aritmética se obtiene es-
cribiendo le serie ordenada en su orden ne-turel y en sentido-inverso, 
o sea asi 
S = a + (a+d)+(a+2d)H-(a+3d)+" + e + (n-l)d 
S. = a + (n-l)d + a + (n-2)d + g + (n-3d) + „...+ a ' • 
si se suman pmbos miembros se tiene 
2S = 2? + (n-l)d + 2a + (n-l) d + ......... + 2P + (n-l)d 
notando por lo tanto que el segundo miembro aparece "n" veces le canti-
dad 2a + (n-l)d y por lo tanto 
2S = n a • (n-l)d 
S = na + n(n-l)d/2 
o sea que "la suma S de los "n" términos de una P.A„ cuyo ,primer térmí 
no es "a" y cuya diferencia constante "d" es igual a. "n" veces el pri-
mer término'más n(n-l)/2 veces la diferencia común".. 
TajnbiíéR ya que el último término de la P.A< es 
1 = a + (n-l.)d 
la suma S es igual a "n" veces la semi-suma de los términos extremos 
de la serie" 
S = (a + l)n/2 
Ejemplo 1 ' ; ^ 
Determiner Is suma de los "n" primeros n&aeros impares de 1? es-
cale natural" de números. 
Solución 
Le serie en referencie, tien?. 1? stana • • 
,3= 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + ., 
es decir se trote de mía T,A'."én lé qué "a = 1 ; d = 2, ' por lo ténto 
la sm? de lo,s n primeros números es 
S = n(l) + n(n-l) | = n + n(n-l) = n^ 
o sea la sume . dá un cuadrado perfecto. Esta, propiedad de los núme-
ros imperes se usa en la extracción de raiz cuadrada con una me quine de 
c'lculo. 
E.lemplo . 2 
Determinar los yalores de "e" y "d'Ven.una P.A. para la cual 
72 - 20 ; = O 
Solución 
Les condiciones del'problem? son 
a + d = 20 
a + 5d =, O 
restando miembro a miembro^  obtenemos 
4 d = 20 .: d = - 5 




Deteminar la sume, de los términos de imr P.A. para la cufl se 
tiene . . , , .. . 
' • • " • a = "6 j 1 = 9 n = 6 ' . 
Solución 
De ecuerdo le rele.Ción 
• - S' = (e + S) I ^ 
Tenemos ¿ 
S-= (6 + 9)| = 45 
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E.igttiplo 4 
Determin?r 1?. suma de los términos'de P.A, pfre. la. cual. 
72 =^5 5 d = 2 I n = 6 
Soiucián 
• El primer término es "e." y el término E es c. + 5 d d e allí 
que la suma "S" es igual P " 
S + + (a+5d) J | = 3(2? + 5d) = 3C2(£+ci)+ 3d]= 3 (?x¿ + 3x2)= ¿8 
E.jemplo 5 
Determinar al primer término el n&iero "ñ" de ellos para unr P.í, 
en la que se tiene 
1 = 17 ; d = 4 ; S = 45 
Solución 
Les ecufciones de condición son 
a + 4(n-l) = 17. 
na + 2n(n-l) = .45 
que lleva a le ecurción de 2° gre.do en "n" 
2n^ - 19n + 45 = O 
cuya solución útil es n = ¿ , con lo cual a = 1 
- écfr- -
Interpolación de medios gritméticos 
Conocidos el primer y último término de imc. P.A, e veces resulta 
de interés conocer los términos intermedios» Los términos.qué. quedan 
comprendidos entre estos valores extremos se denominan "medios aritmé-
ticos". Caso corriente de este tipo de problem? lo constituye la deter 
mineción de la población para los eños de un período intercensal.. 
Si 
y^ = primer término de la P.A, 
•• y^ = último .término de la P.A, 
entonces la "diferencia comtón" vale: 
d = (y^  - y^^VCm + 1) 
ésto es, le diferencia entre los valores extremos dividido por el núme-
ro m de términos por interpolfr m^s 1, Obviamente que 
n = m 2 
siendo "n" el tot^l de términos de 1? P.A, obtenida luego de introducir 
los "m" medios ?ritméticos* • 
Ejemplo 1 
Colóquense curtro medios aritméticos entre 3 y 13,. 
Solución 
L? diferencia común es" igUFl a' 
d = 2 
de modo que los medios aritméticos son: 7, 11» . v • . 
Término Renerrl y suma de términos de une Progresión Geométrica. (P .G») 
Si ' • 
£ es el primer término de una P.G, 
r If tazón de le progresión 
la secuencia tiene los siguientes términos 
Orden 1 ? 3 k 5 6 n 
. 2 3 4 5 n-1 
Termino a ar ar ar ar ar ar 
notándose por lo tanto que el término de orden "j" es igual al primer 
término multiplicado, por la potencia (j-l) de la razón "r", o sea en 




Prrr determinrr Ir, suiiif de los "n",primeros términos de unr P.G, 
tenemos 
2 3 o = a + p r + rr + er + 
2 3 ro = e. r + r r + e r + 
y restcndo miembro a miembro para 
n 
n-1 + r, r 
n~l , n + r r + ? r. 
• S - r S'='&-ar 
con lo cuel 
E.jemplo 1 
• Determinar el primer, término y 1?. r?zón de un? P.G, per?- la cu?l 
73 = 3 ; = - 1 
Solución 
Las- ecurciones de condición son 
„ 2 3 = c r 
-1 = a r^  
dividiendo miembro a miembro obtenemos r = - 1/3, con lo curl 
e = 27 
Ejemplo 2 . • 
Determinrr el último término de una P.G. parr Ir curl r =3; " 
r = - 2-, n = k 
Solución 
El término de orden n es 
n-1 1 = a r 
= 3(-2)^ = - 24 
E.jeniplo 3 
Determinrr la suma de los términos de un? P.G. prra. la curl se 
conoce r = 18| r = 1/2^  y^ = 9/8. 
- -
Solución 
L? sximf c'e los "n" primeros términos de unr- P.G. es 
S = e r"- 1 _ r. e _ l^i " ^  ; r - l r - l r - 1 
_-(9/8)(1/2) - 18 ^  119 
1/3 - -1 . 811 
E.jemplo 3. ' • • • 
En un cultivo de bpcteriís, el número de «strs se duplic? crda 2 horrs. 
Si en,un comienzo el cultivo tiene n bfcterirs, cufjitrs h?brá después de 24 
horps? 
Solución 
Se puede elevír un registro de este duplic?ción así 
° ^ « - . 
No.b'.cterirs n 2n 4n 8n I6n 2^ n 
con lo cu£l se colige cue rl cfbo de (2j) horfs. Ir población de'bccteri?s será 
de n si hí ceiios j ^  12, se tiene 2^^ n = 4096 n 
E.jemplo 4 
Cuántos ancestros tiene un? persone en Irs siete genereciones inmediatas 
que le preceden? 
Solución 
Se treta de unr P.G, en oue ir = 2, .El número de encestros p5f -parte de 
7 
la msdre es igual a la sume de un?. P.G. con e=l, n=7, Q sea 2 - 1 = 12?. Por 
perte del padre hry otro número igual, de modo cue el totel devanees-tros es 
2(127) = 254. 
E.jemplo 5 
Dei^ iuéstrese que los productos de los términos correspondientes de 2 pro-
grosiones; geomé,tricas, forman tembién una P.G. Igual eos?, sucede pera el cuo-







Seen 2 3 
a £.r ar ar-^  .... pr 
b bs bs^ bs^ 
Ic'S 2 P.G. 
La progresión producto tiene los siguientes términos 
ab cb(rs) ?b(rs)2 ... (rb)(rsf'^ 
es decir un; P.G. ele primer termino (?b) y de rpzon (rs). 
Interpolación ele medios geométricos 
Conocidos el primero y último de un? P.G. se puede determiner los términos 
restentes. 
En efecto si 
• .y^ , primer término de Ir P.G. 
y^, último término de la P.G, 
entonces 1P rrzón "r" estr dfd? por 1? relrción 
i^ i: 
y, por lo tinto, los medios.geométricos de la P.G. son 
y^ r y^r^ y^ r^  y^r^ 
Este proceso de interpole ción se denomina "interpolación de medios., geomé-
tricos" , y en gencr£l se resuelve recurriendo fl uso de los logaritmos pprf en-
contrrr Ir rríz (m+l) del cuociente l^ /l-^ ' Un crso oue ocurre con bf strnte fre-
cucncip es Ip determinación de le- población do un ítqb prrr los ?ños-do. un pc-;-
riudo intercensal, 
E,iF2tiplo 1 
Encontrér cinco medios aritméticos entre 3 y 192, 
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Solución 
La P.G, tendrá 7 términos luego cue se hayan interpolado los ¿ medios geo-
métricos. Por lo tanto, Ir razón r de 1? progresión es iguel a 
/ a/6 1/6 
=(64) = ? 
y los 5 medios geométricos pedidos son 
6 12 24 48 96 
E.jemplo 2 
Interpolar 13 medios aritínéticos entre los términos 102 y 453. 
Solución 
El ntSmero n = 15, de ?ll;í que 
Solución 
El número n =12, de allí que 
1/11 
18^1 .. r 
log r = 1/11 (log 236 - log 864) = 2.3729120 - 2;93 65137)/ll-
= 1.948/7635 ' 
Ufi 
i 102 
log r = 1/14 (log 453 - log 102) = (2.6560982 - 2.0086002)/14= 
= 0.046/2499 
r = 1 ¿11237. 
con lo cuel se puede calciilfr los medios geométricos pedidos> 
E .implo 3 
Interpolrr 10 medios aritméticos entre' los términos 864 y 236. ^ 
Ir 
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r = 0.88872 
con lo cue.l se puede c2ilcul?r los medios geométricos pedidos. 
•Seria geométrica 
Es unr secuencia infinita de términos én P.G. con une r?zón "r" comprendida 
entre -1 y +1, De esta manera c?d? .término de If serie es menor (en velór ab-
soluto) que el término que le precede. Es de interés en este tipo de serie la 
sume de todos los términos de 1? serie, la que es iguel a 
S = 1 - r 
esto es "IF sum? S de los infinitos términos de un? serie geométrica es igual al 
primer téxmno de la serie dividido por (l-r)". 
•i 
E.jemplo 1 
^ Si una pelota rebota 3/5 de 1? distsncip recorrida en sv> caíd?, qué distrncie 
total recorrerá antes de c?lccnzer su estpdo de reposo, si se la hr dejfdo caer de 
un? altura de 10 mts.? 
Solución 
Anlicrmos le fórraulr de 1? suma de términos pfr? una serio geométrica 
S - 1 = jlmts. 
^ Ejemplo 2 
Un comcrcirnte tiene rlm?cenado 500 Kg. de un producto que sempn?lmente 
pierde If mit?d. de peso de la sem?n? ?nterior. Si en la primera semen? perdió 
20 Kg, de peso cuendo el Kg. del producto err d' $ 200,-. Puede compenser est? 
pérdida vendiendo su producto a $ 240.- el Kg? 
Solución 
Lr pérdid? totcl de peso es 
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E.jemplo 1 
Desarrollar el binomio 
(2x - a)7 
Solución . • 
E.jempl»,'^  2 
Desarrollar al binomio 
i^7 (x + -) 
Solución 
E.jempl»/:-- 3 
Determinar el valor de (l.03); 
Solución 
Se tiene 
(1.03 )^ =(l+0.03 (0.03 )+10(0.03 )^ +10 (0.03 (o ,03 ) M o . 0 3 ^ 
= 1+0.15+0.009+-0.00027+O.OD000405^ ü ,0000000243 = lA59277t » 
A 
Se tiene que y 
( x + x'^+ Z xK X + + ^ + ^ 7 
E.lemplo 4 , 3 . ; • 
Determiner el valor ¿aproximado de 
Solución -
Se tiene que-
i.. 1 • . _9 
V2i:5'=(243+2)5= (243)^+ |(243) ^ (2)+ -^^^^{243) ^ (2)^ + 
? ^ 405; 984150 '" 




Determinrr el vclor aproximi-de de 1?. rciz cufdrad?. de 5 
* 
Solución 
5e tiene que 
1 1 ' 1 
4 4 
(|)'4 4 ^ H- ^ 4 ^  + 'i' 
o ^  1 = 2 + 4 - ^ + 5 1 2 + 
Í' 
2 + 0.25 ~ 0,015625 + 0.001953 + - 2.23633 
1,16,- Permutaciones y combinaciones 
^ Le. demostración de le fórmulr del binomi* y el desrrrcllo de di-
Vers*5 problemas entre los cuples juegan un pepel importante l*s problemas del 
Cflcul•-^ de Probebilidpdes exige el conocimiento de ciertas fórmulas que se re-
fieren ya ae? a permutaciones, ya sea a combinaciones de hechos. 
Antes de entrar a preocupamos de definir y encontrar ésas diversas fór 
muías consideraremos el siguiente principio fundementrl; ^ 
"Si un primer suceso puede verificarse de m^ mrneras diferentes y si 
después de hrber ocurrido éste, pue.de verificarse un segimd» suceso de m2 
mrnerrs diferentes, entonces los 2 sucesos pueden verificarse en el arden 
mencionado de mi m2 meneras diferentes". 
'iiSte principio puede ampliarse para el caso de "k" sucesos cada uno 
de los curies puede suceder de m^ ''maneras diferentes. Los "k" sucesos pue". 
den verificarse de ir^  1112 ^k diferentes.. 
Por ejemplo la lista de un restaurant indicc que 4 entradas, 5 so-
pas, 6 carnes y 7 postres. De cuc'ntas maneras se puede ordenar un? comida 
consistente de ima entrada, una sopa, 2 carnes y un postre?. 
La resolución de este problema se hace por el principio general. 
Permutación 
Todf ordenación de un conjunto de "n".elementos se llama "permuta-
ción" del conjmto. 
Así por ejemplo, si se tiene tres letras A, B y C éstas pue-
den rrdonarse de las sigiúentes manóras: 
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Solución 
De acuerdo a la fórmula de una combinación tenemos 
= 50i ^ 43'' 44 ' 45 ' 46 • 47 ' kS'' h9 ' 50 = , ^ ., 
8 81 421 1 • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 • 7 • 8 536.878.650 
Para la búsqueda más rápida, (pero aproximada) hay tablas de los logaritmos ^ 




y de allí deducir la fórmula del binomio.-
Solución 




/ ^  • \n • • n , ^ n n-l . , „ n-2 2 , , ^.n n-k k , , n (x+a; = X + C^ X a + C^ X a + ... + Cj^  x a +'a 
por lo tanto 
de allí = . . + a ^ . 
_ . , 6 
con lo cual el coeficiente de x^ "^ "^ ^ a^ es igual a , 
puesto qué 
a. ni , ni nI , , ,, s 
^ V r k¡{n-k)> ^ (k-l)l(n^k+l)j == k:(n-k+l) 
(n:^ I)l , _ .n+l _ . -Y \ • ~~ _ k:(n-k+l)i ~ kj(n-k+l)! ~ ^ k 
con lo cual queda probado la fórmula, del binomio. 
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